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Vorwort. 


Der  vorliegende  Leitfaden  folgt  im  allgemeinen  der  durch 
V.  St  au  dt  geschaffenen,  durch  Herrn  Reye  erschlossenen 
Darstellungsweise  (^)  der  Geometrie  der  Lage.  Im  einzelnen 
finden  sich  mancherlei  Abweichungen.  Die  wichtigsten  unter 
diesen  sind  die  beiden  folgenden. 

In  der  Definition  ^^^^^i)  der  projektiven  Verwandtschaft  bin 
ich  nicht  v.  Staudt,  sondern  Herrn  Thomae  gefolgt.  Aus- 
schlaggebend war  dabei  für  mich,  dafs,  von  der  Begründug 
der  kollinearen  und  reziproken  Verwandtschaft  abgesehen, 
bei  allen  Konstruktionen  und  Beweisen  die  projektiven  Ge- 
bilde aufgefafst  werden  als  die  Endglieder  einer  Kette  von 
Perspektiven  Gebilden  und  dafs  es  daher  für  den  Lernenden 
eine  Erleichterung  ist,  wenn  ihm  in  der  Definition  gerade 
diese  Eigenschaft  übermittelt  wird. 

Die  Staudtsche  Theorie  der  imaginären  Elemente,  die 
sich  auf  einen  „ordentlichen"  Wurf  stützt,  habe  ich  ersetzt 
durch  eine  Theorie,  die  von  einem  beliebigen  Wurfe  ausgeht. 
Diese  Theorie  macht  eine  Unterscheidung  zwischen  reellen 
und  imaginären  Fällen  unnötig,  weil  sie  nur  Beweise  kennt, 
die  für  alle  Fälle  gleichzeitig  gelten.  Hält  man  nämlich 
stets  die  durch  einen  Wurf  bestimmte  Involution  fest  und 
stützt  die  Beweise  auf  sie  und  niemals  auf  ihre  etwa  vor- 
handenen Ordnungselemente  oder  darauf,  dafs  keine  Ord- 
nungselemente vorhanden  sind,  so  stellt  sich  nirgendwo  das 
Bedürfnis  ein,  imaginäre  Elemente  einzuiühren^^^^'  i33A;i9oa;)^ 
Das  Wort  imaginär  ist  aber  nicht  blofs  unnötig,  es  ist  ge- 
radezu schädlich;  denn  es  kann,  weil  ihm  keine  Vorstellung 
entspricht,  nur  verwirrend  wirken.  Das  Wort  imaginär  sollte 
daher  aus  der  Geometrie  der  Lage  verbannt  werden  ^^si)  — 
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Dafs  man  durch  die  angegebene  Verallgemeinerung 
(die  ich  zuerst  in  einer  Abhandlung  Über  Büschel  und  Netze 
von  ebenen  Polarsystemen  zweiter  Ordnung^  Hamburg  1886^  ver- 
öffentlicht habe;  vgl.  die  Arbeit  des  Herrn  H.  WienerC^^^)) 
zu  allgemein  gültigen  Konstruktionen  und  mit  ihnen  zu 
allgemein  gültigen  Beweisen  gelangt,  zeigt,  neben  den  Lehr- 
sätzen von  Desargues^^^^»^  und  Hesse^-^^^  in  ihrer  allgemeinsten 
Form,  die  Aufgabe (203) ..  Eine  Kurve  aus  fünf  (reellen  oder 
imaginären)  Punkten  zu  zeichnen.  —  Diese  Aufgabe  liefs 
sich  allmählich  soweit  vereinfachen  und  elementar  begrün- 
den, dafs  sie  gleich  an  die  Lehre  von  den  konjugierten  In- 
volutionen angeschlossen  (1*^*^)  und  so  in  den  Mittelpunkt  des 
Ganzen  gerückt  werden  konnte.  Im  Grunde  führen  alle 
Konstruktionen  auf  sie  hin  oder  gehen  von  ihr  aus. 

In  der  Darstellung  habe  ich  ein  lückenloses  Fortschreiten 
im  Beweisen  erstrebt.  Durch  ein  ununterbrochenes  Zurück- 
verweisen auf  die  beim  Schliefsen  benutzten  Lehrsätze  soll 
der  Lernende  in  den  Stand  gesetzt  werden,  mit  möglichst 
geringer  Mühe  die  Wurzeln  jedes  Beweises  aufzudecken  und 
sich  über  die  Stellung  jedes  Satzes  innerhalb  des  gesamten 
Lehrgebäudes  Klarheit  zu  verschaffen.  Überhaupt  ist  für 
die  Form  der  Darstellung  an  jeder  Stelle  des  Buches  das 
Ziel  gewesen,  dem  Lernenden  den  Zugang  zur  Geometrie 
der  Lage  zu  erleichtern. 

Hamburg,  im  November  1899. 

Rudolf  Böger. 
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Erster  Teil. 

Der  Kegelsclmitt 


§  1.    Perspektive  Verwandtschaft. 

1.  Geometrie  der  Lag-e.  Die  Geometrie  der  Lage  be- 1 
schäftigt  sich  ausschliefslich  mit  den  Lag-enbeziehungen 
geometrischer  Gebilde  zu  einander;  der  Begriff  des  Mafses 
ist  ihr  fremd.  Für  die  Zeichnung  der  Figuren  dieses  Buches 
reicht  daher  (von  einzelnen  Zusätzen  abgesehen)  das  Lineal 
aus.  Dem  Lernenden  wird  dringend  geraten,  jede  Figur 
nach  den  Angaben  des  Textes  (wenn  auch  nur  aus  freier 
Hand  mit  Bleifeder)  selbständig  zu  zeichnen;  er  wird 
bald  finden,  dafs  er  durch  selbständiges  Zeichnen  das  Ver- 
streben des  Inhalts  erheblich  beschleunigt.  Die  beigegebenen 
Figuren  sollen  nur  zur  Kontrolle  und"  zum  schnellern  Ver- 
ständnis beim  Nachschlagen  eines  bereits  durchgearbeiteten 
Lehrsatzes  dienen. 

Während  in  der  Geometrie  der  Alten  die  Arithmetik  in 
ausgedehntem  Mafse  zum  Beweisen  herangezogen  wird, 
verzichtet  die  Geometrie  der  Lage  auf  jede  Rechnung. 
Trotzdem  werden  auch  heute  noch  die  grundlegenden  Sätze 
vielfach  mit  planimetrischen  Htilfsmitteln  bewiesen  (^i);  der 
vorliegende  Leitfaden  folgt  der  Darstellung  des  grofsen 
Geometers  von  Staudt,  der  die  Geometrie  der  Lage  zu 
einer  selbständigen  Wissenschaft  machte,  indem  er  ihr 
1847  in  seinem  Buche  Geormtrie  der  Lage^  dem  von  1856 
bis  1860  die  Beiträge  zur  Geometrie  der  Lage  folgten,  eine 
Grundlage  aus  rein  geometrischem  Stoff  gab.  Weil  aber 
durch  Übung    und    Unterricht    Gleichheit    und    Parallelität 
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wichtige  Hülfsmittel  für  unser  Anschauungsvermögen  ge- 
worden sind,  so  wird  im  folgenden  (in  durch  ein  Sternchen 
*  kenntlich  gemachten  Nummern)  die  Vorstellung  der  geo- 
metrischen Figuren  durch  den  Hinweis  auf  planimetrische 
Folgerungen  aus  den  allgemeinen  Lehrsätzen  der  Geometrie 
der  Lage  erleichtert;  zu  einem  Fortschritt  in  der  Beweis- 
führung aber  werden  die  Begriffe  der  Gleichheit  und  Par- 
allelität nicht  benutzt. 

2.  Dieg-epadenGrundg-ebilde:  Punktreihe,  Strahlen- 
büschel, Ebenenbüschel.  Der  Inbegriff  der  Punkte,  die  in 
einer  Gerade  liegen,  heifst  (gerade)  Punktreihe ;  der  Inbegriff 
der  Geraden,,  die  durch  einen  Punkt  gehen,  heifst  (gerader) 
Strahlenhüschel ;  derinbegriff  der  Ebenen,  die  durch  eine  Gerade 
gehen,  heifst  (gerader)  Eheyienhüschel.  Für  Punktreihe,  Strahlen- 
büschel und  Ebenenbüschel  hat  man  den  gemeinsamen 
Namen  eijiförniige  gerade  Grundgehilde  oder  Grundgebilde  der 
ersten  Stufe.  Die  Punkte  (einer  Punktreihe),  die  Strahlen 
(eines  Strahlenbüschels),  die  Ebenen  (eines  Ebenenbüschels) 
nennt  man  die  Elemente  (des  einförmigen  Grundgebildes). 
Die  Gesamtheit  der  Punkte  ABC...,  die  in  der  Gerade 
(oder,  wie  man  auch  sagt,  in  dem  Träger)  s  liegen,  be- 
zeichnet man  kurz  als  die  Punktreihe  s;  die  Gesamtheit  der 
Strahlen  ah  c  . . .,  die  durch  den  Punkt  (oder,  wie  man  auch 
sagt,  durch  den  Mittelpunkt)  S  gehen,  als  den  Strahlen- 
büschel S;  die  Gesamtheit  der  Ebenen  aßy...,  die  durch 
die  Gerade  (oder,  wie  man  auch  sagt,  durch  die  Achse)  g 
gehen,  als  den  Ebenenbüschel  g. 

3.  Uneigentliche  Punkte  und  die  uneig-entliche 
Gerade.  Eine  Gerade  hat  mehr  Punkte,  als  wir  zählen  können; 
sie  hat  unzählig  oder  unendlich  viele  Punkte.  Ebenso  hat  ein 
Strahlenbüschel  unendlich  viele  Strahlen  (und  ein  Ebenen- 
btischel  unendlich  viele  Ebenen).  Verbinden  wir  sämtliche 
Punkte  einer  Gerade  s  mit  einem  aufserhalb  der  Gerade 
liegenden  Punkte  S,  so  erhalten  wir  sämtliche  Strahlen 
von  aS  bis  auf  einen  w,  der  der  Gerade  s  parallel  ist.  Die 
Zahl  der  Strahlen  eines  Punktes  ist  mithin  um  eins  gröfser 
als  die  Zahl  der  Punkte  einer  Gerade.  Wir  dürfen  also 
nicht  sagen:  Jeder  Strahl  des  Büschels  *S  schneidet  die 
Gerade  s,  sondern  müssen  hinzufügen:  bis  auf  einen  m,  der 
der  Gerade  parallel  ist.     Dieser  Strahl  u  nimmt  aber,   wie 
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wir  im  folgenden  sehen  werden,  keine  Aasnahmestellung  ein; 
wir  wollen  deswegen  den  lästigen  Zusatz  umgehen,  indem 
wir  der  Gerade  s  noch  einen  Punkt,  den  wir  zum  Unter- 
schied von  den  übrigen  den  uneig entliehen  nennen  wollen, 
beilegen.  Da  dieser  uneigentliche  Punkt,  in  dem  nach 
unserer  neuen  Ausdrucksweise  der  parallele  Strahl  die 
Gerade  s  schneidet,  von  jedem  eigentlichen  Punkt  der 
Gerade  unendlich  weit  entfernt  ist,  so  nennen  wir  ihn  auch 
den  unendlich  fernen  Funkt  der  Gerade. 

Der  Grundsatz :  Durch  einen  (eigentlichen)  Punkt  kann 
man  zu  einer  Gerade  eine  und  nur  eine  Parallele  ziehen, 
lautet  jetzt:  Jede  Gerade,  die  durch  einen  eigentlichen 
Punkt  geht,  hat  einen  und  nur  einen  uneigentlichen  (un- 
endlich fernen)  Punkt. 

Aus  diesem  Grundsatz  folgt,  dafs  alle  uneigentlichen 
(unendlich  fernen)  Punkte  der  Ebene  in  einer  Gerade,  der 
uneigentlichen  (unendlich  fernen)  Gerade  o  der  Ebene,  liegen. 
Denn  lägen  sie  in  einer  andern  Linie,  so  könnten  wir  zwei 
Punkte  dieser  Linie  verbinden  und  somit  eine  Gerade  mit 
zwei  uneigentlichen  Punkten  zeichnen. 

In  Zukunft  sprechen  wir  also  nicht  mehr  von  parallelen 
Geraden,  sondern  von  solchen,  die  durch  denselben  Punkt 
der  uneigentlichen  Gerade  o  gehen  oder,  was  dasselbe  sagt, 
die  sich  in  einem  uneigentlichen  Punkte  schneiden. 

4.  Drehung-ssinn.  Ein  Strahl  a  kann  sich 
um  einen  seiner  Punkte  S  in  zweierlei  Sinn 
drehen  (mit  dem  Zeiger  einer  Uhr  oder  gegen 
den  Zeiger  einer  Uhr).  Ist  b  ein  zweiter  Strahl 
von  aS,  so  gelangt  der  Strahl  a  sowohl  bei  der 
Drehung  im  Sinn  eines  Uhrzeigers  als  auch  bei 
der  Drehung  im  entgegengesetzten  Sinn  nach  h 
(Fig.  1).  Fig.  1. 

Ist  c  ein  dritter  Strahl  von 
*S,  so  überschreitet  a  bei  der 
Drehung  in  dem  einen  Sinn, 
bevor  er  nach  h  gelangt,  den 
Strahl  c;  bei  der  entgegen- 
gesetzten Drehung  nicht.  Wir 
wollen  nun  unter  abc  immer 
den  Drehungssinn  verstehen, 
bei  welchem  a,  ohne  c  zu  über-  Fig.  2. 
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schreiten,  nach  h  gelangt  (Fig.  2),  so  dafs  durch  die  Bezeich- 
nung ahc  immer  ein  bestimmter  Drehungssinn  festgelegt  ist. 

5.  Bewegungssinn.  Von  dem  Punkt  A  einer  Gerade  s 
kann  man  sich  in  zweierlei  Sinn  fortbewegen,  um  zu  einem 
zweiten  Punkt  5  in  s  zu  gelangen.  Bewegt  man  sich  in 
dem  einen  Sinn,  so  mufs  man  den  uneigentlichen (»)  Punkt 
von  s  überschreiten,  um  nach  B  zu  gelangen;  bewegt  man 
sich  in  dem  andern  ASinn,  so  überschreitet 
„^ 0 — ^^  c^—-    man  den  uneigentlichen  Punkt  von  s  nicht 

"^     ^  ^~~   (Fig..    3).     Den    Sinn    beider    Bewegungen 
Fig.  3.  wollen  wir  dadurch  unterscheiden,  dafs  wir 

die  Bewegung,  bei  welcher  der  uneigentliche  Punkt  nicht 
überschritten  wird,  durch  AB,  und  die  Bewegung,  bei 
welcher  der  uneigentliche  Punkt  überschritten  wird,  durch 
A '  B  bezeichnen. 

Ist  C  ein  dritter  (eigentlicher)  Punkt  von  s,    so  wollen 
wir  unter  ABC  immer  den  Bewegungssinn  verstehen,    bei 


Fig.  4. 

welchem  man  von  A  nach  B  gelangt,  oline  C  zu  über- 
schreiten, so  dafs  durch  die  Bezeichnung  ABC  immer  ein 
bestimmter  Bewegungssinn  festgelegt  ist  (Fig.  4). 

6.  Perspektive  Lage.  Das  Wesen  der  Geornetrie  der 
fage  besteht  darin,  die  Elemente  der  Grimdgebilde^^^  einander 
zuzuordnen,  d.  h.  jedem  Element  des  einen  Grundgebildes 
ein  Element  des  andern  zuzuweisen. 

Zwei    einander  zugeordnete    Elemente 

/heifsen  homologe  Elemente. 
Auf  die  einfachste  Art  stellt  man  eine 
solche   Zuordnung,    z.  B.   zwischen  einer 
Punktreihe  s  und  einem  Strahlenbüschel  S, 
_  .^  folgender  Weise  her.     Jedem  Strahl  a 

p.    ,  des  Mittelpunktes  S  ordnet  man  den  Punkt 

'^' '''  A  des  Trägers  .s  zu,  in  dem  der  Strahl  a 

die  Gerade  s  schneidet  (Fig.  5).  Für  die  so  hergestellte 
Beziehung  zwischen  den  Punkten  einer  Gerade  und  den 
Geraden  eines  Punktes  hat  man  verschiedene  Ausdrucks- 
weisen. Entweder  man  nennt  den  Strahlenbtischel  einen 
Schein  der  Punktreihe  oder  die  Punktreihe  einen  Schnitt  des 


§  1.    Perspektive  Verwandtschaft.   Nr.  5—7. 


Stralilenbtischels  oder  schliefslich  man  sagt:  Der  Strahlen- 
büschel und  die  Punktreihe  sind  in  perspektiver  Lage.  In 
Zeichen  deutet  man  die  Perspektive  Verwandtschaft  an  durch 


gelesen 


Der  Strahlenbüschel  aS  perspektiv  zur  Punktreihe 


7.   Perspektive   Strahlenbüschel   und   Perspektive  ^ 

Punktreihen.  Im  folgenden  stellen  wir  eine  Reihe  von  Sätzen 
nicht  hinter,  sondern  neben  einander.  Dadurch  wollen  wir  darauf 
aufmerksam  machen,  dafs  man  den  rechts  stehenden  Satz  aus 
dem  links  stehenden  Satz  erhält,  indem  man  die  Worte: 
Gerade  (Strahl)  und  Punkt,  Mittelpunkt  und  Träger,  Strahlen- 
büschel und  Punktreihe,  Schnittpunkt  und  Verbindungslinie, 
Drehung  und  Bewegung  mit  einander  vertauscht.  Später  (^^  ^) 
werden  wir  in  dem  Gesetz  der  Dualität  (oder  Reziprozität) 
den  Grund  dafür  kennen  lernen,  dafs  man  durch  eine  solche 
mechanische  Vertauschung  neue  Sätze  erhält.  —  Dem  Ler- 
nenden wird  empfohlen,  den  rechts  stehenden  Satz  ohne 
Hülfe  des  Buches  aus  dem  links  stehenden  abzuleiten. 


Perspektive  StrahlenbüscheL 
Um  die  Strahlen  zweier  Strah- 
lenbüschel 8  und  S^  auf  ein- 
ander zu  beziehen,  nimmt  man 
eine  Punktreihe  s  zu  Hülfe 
und  weist  jedem  Strahl  a 
von  S  den  Strahl  a^  von  aSj 
zu,  der  durch  den  Schnitt- 
punkt Ä  =  s  a  geht. 

Die  beiden  Strahlenbüschel 
S  und  S^  sind  nach  der  Kon- 
struktion (Fig.  6)  Scheine  ^*^^ 
einer  und  derselben  Punkt- 
reihe s.  Nennen  wir  zwei 
solche  Büschel  perspektiv,  so 
können  wir  uns  auch  so  aus- 
drücken : 

Zwei  Strahlenbüschel  heifsen 
perspektiv,  ivenn  sie  Scheine 
einer  und  derselben  Punktreihe 
sind. 

In  Zeichen :  S%  S^. 


Perspektive  Punktreihen.  Um 
die  Punkte  zweier  Punkt- 
reihen s  und  s^  auf  einander 
zu  beziehen,  nimmt  man  einen 
Strahlenbüschel  S  zu  Hülfe 
und  weist  jedem  Punkt  A  von 
s  den  Punkt  A^  von  s^  zu, 
der  auf  der  Verbindungslinie 
a  =  S  A  liegt. 

Die  beiden  Punktreihen  s 
und  s^  sind  nach  der  Kon- 
struktion (Fig.  7)  Schnitte  (6) 
eines  und  desselben  Strahlen- 
büschels *S.  Nennen  wir  zwei 
solche  Punktreihen  perspektiv, 
so  können  wir  uns  auch  so 
ausdrücken : 

Zwei  Punktreihen  heifsen 
jierspektiv,  wenn  sie  Schnitte 
eines  und  desselben  Strahlen- 
büschels sind. 

In  Zeichen :  s  A  ^i- 
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Figr.  6. 

8.  Sich  selbst  homolog-er 
Strahl.  Der  Strahl,  welcher 
durch  die  Mittelpunkte  S  und 
S^  geht,  gehört  sowohl  zum 
Büschel  5  wie  zum  Büschel  S^. 
Er  ist  also  als  ein  zweifacher 
Strahl  zu  betrachten  und  wird 
als  solcher  häufig  mit  zwei 
Buchstaben  bezeichnet:  mit  ^, 
wenn  man  ihn  als  Strahl  des 
Büschels  *S;  mit  i^,  wenn  man 
ihn  als  Strahl  des  Büschels 
aSj  ansieht. 

Sucht  man  zu  t  vermittelst 
der  Punktreihe  s  in  der  an- 
gegebenen(^)  Weise  den  ho- 
mologen (^)  Strahl  von  /S^, 
so  findet  man  t^  (Fig.  6). 
Daher : 

Sind  zwei  Strahlenhüschel  in 
perspektiver    Lage,    so    ist   die 
Verbindungslinie     der     Mittel- 
punkte sich  selbst  homolog. 

9.  Drehung-  perspektlv  zu- 
geordneter Strahlen.  Dreht 
sich  ein  Strahl  x  um  den  Punkt  S 
so,  dafs  sein  Drehungssinn  (^\ 
etwa   a  b  c  (Fig.  6),   unver- 


Fig.  7. 

Sich  selbst  homologrer 
Punkt.  Der  Punkt,  in  dem  sich 
die  Träger  s  und  s^  schneiden, 
gehört  sowohl  zur  Reihe  s 
wie  zur  Reihe  s^.  Er  ist  also 
als  ein  zweifacher  Punkt  zu 
betrachten  und  wird  als 
solcher  häufig  mit  zwei  Buch- 
staben bezeichnet:  mit  2] 
wenn  man  ihn  als  Punkt  der 
Reihe  s;  mit  T^,  wenn  man 
ihn  als  Punkt  der  Reihe  s^ 
ansieht. 

Sucht  man  zu  T  vermittelst 
des  Büschels  S  in  der  an- 
gegebenen (^)  Weise  den  ho- 
mologen (^)  Punkt  von  5^, 
so  findet  man  2\  (Fig.  7). 
Daher : 

Sind  zwei  Punktreihen  in 
jierspektiver  Lage,  so  ist  der 
Schnittpunkt  der  Träger  sich 
selbst  homolog. 

Beweg-ungperspektiv  zu- 
geordneter Punkte.  Durch- 
läuft ein  Punkt  X  die  Gerade  s 
so,  dafs  sein  Bewegungssinn  (^), 
etwa    ABC    (Fig.    7),    un- 


§  1.    Perspektive  Verwandtschaft.    Nr.  8—10. 


mit 


ändert  bleibt,  so  durchläuft 
sein  Schnittpunkt  X  mit  einer 
nicht  durch  S  gehenden 
Gerade  s  in  einem  bestimmten 
unveränderlichen  Sinn  A  B  C^^) 
die  Gerade  s.  Der  Strahl  x 
welcher  den  Punkt  X 
einem  aufserhalb  s  liegenden 
Punkte  aSj  verbindet,  dreht 
sich  dann,  v^ährend  x  sich 
um  *S  dreht,  um  den  Mittel- 
punkt aSj  in  einem  bestimmten 
unveränderlichen  Sinn  a^  h^  Cj . 

Da  bei  unserer  Konstruktion 
die  Strahlenbüschel  S  und  aS^ 
(vermittelst  der  Punktreihe  s) 
perspektiv  aufeinander  be- 
zogen sind(^),  so  können  wir 
das  Ergebnis  so  aussprechen: 

Dreht  sich  ein  Strahl  x  um  den 
Mittelpunkts  in  einem  bestimm- 
ten unveränderlichen  Sinn,  so  da/s 
er  nacheinander  mit  jedem  Strahl 
des  Büschels  S  zusammenfällt^ 
so  dreht  sich  ein  ihm  per- 
spektiv zugeordneter  Strahl  x^ 
um  seinen  Mittelpunkt  S^  in 
einem,  hesthnmten  unveränder- 
lichen Sinn,  so  dafs  er  ebenfalls 
nacheinander  mit  jedem  Strahl 
des  Mittelpwiktes  /S^  zusammen- 
fällt. 


verändert  bleibt,  so  dreht  sich 
seine  Verbindungslinie  x  mit 
einem  aufserhalb  s  liegenden 
Punkte  S  in  einem  bestimmten 
unveränderlichen  Sinn  abc^^'^ 
um  S.  Der  Punkt  X^,  in 
dem  die  Verbindungslinie  x 
eine  nicht  durch  S  gehende 
Gerade  s^  schneidet,  durch- 
läuft dann,  während  X  sich 
auf  s  bewegt,  den  Träger  s^ 
in  einem  bestimmten  unver- 
änderlichen Sinn  A^  B^  C^ . 

Da  bei  unserer  Konstruktion 
die  Punktreihen  s  und  Sj  (ver- 
mittelst des  Strahlenbüschels 
S)  perspektiv  aufeinander  be- 
zogen sind(^\  so  können  wir 
das  Ergebnis  so  aussprechen: 

Durchläuft  ein  Punkt  X  den 
Träger  s  in  eineni  bestimmten 
unveränderlichen  Sinn^  so  da/s 
er  nacheinander  7nit  jedem 
Punkt  der  Reihe  s  zusammen- 
fällt,  so  durchläuft  ein  ihm 
perspektiv  zugeordneter  Punkt 
Xj  seinen  Träger  s^  m  einem  be- 
stimmten unveränderlichen  Sinn, 
so  dafs  er  ebenfalls  nachein- 
ander mit  jedem  Punkt  des 
Trägers  s^  zusammenfällt. 


10.  Elliptischer  und  hyperbolischer  Wurf.  Die  Reihen- 
folge von  vier  Punkten,  die  in  einer  Gerade  liegen,  sei 
A  B  C  D,  so  dafs  ein  Punkt  X,  der  die  Gerade  s  im  Sinne 
ABC^^^  durchläuft,  der  Reihe  nach  mit  ^56' i>  zusammen- 
fällt. Fassen  wir  die  vier  Punkte  in  zwei  Paare  A  B  und 
CD  zusammen  und  nennen  A  B  sowohl  wie  C  D  ein  Punkt- 
paax,  so  wird  bei  der  angegebenen  Reihenfolge  das  Punkt- 
paar A  B  durch  das  Punktpaar  C  D  nicht  getrennt,  d.  h.  der 


10 


g  I.    Der  Kegelschnitt. 

Punkt  X  gelangt  von  A  nach  5,  ohne  C  oder  D  zu  über- 
sehreiten. —  Um  uns  bequemer  ausdrücken  zu  können, 
führen  wir  ein  neues  Wort  ein  durch  die 

1.  Definition:  Der  Inbegriff  zweier  Punktpaare  heifst 
ein  (gerader  Punkt-) TFwr/;  in  Zeichen  AB .  CD. 

Wir  können  dann  sagen:  In  dem  Wurf  AB  .CD  wird 
das  Punktpaar  AB  durch  das  Punktpaar  CD  nicht  getrennt. 

Aus  der  Gruppe  unserer  vier  Punkte  können  wir  ferner 
den  Wurf  AD  .BC  bilden.  Unser  Punkt  X  gelangt  von  A 
nach  i>,  indem  er  B  und  C  überschreitet.  Würde  er  sich 
im  entgegengesetzten  Sinne  bewegen,  so  würde  er  von  A 
nach  D  gelangen,  ohne  B  und  C  zu  überschreiten.  Auch 
in  diesem  Falle  sagen  wir:  Das  Punktpaar  A  D  wird  durch 
das  Punktpaar  B  C  nicht  getrennt. 

Bilden  wir  schliefslich  aus  den  vier  Punkten  AB  C  D 
den  Wurf  AC  .B  D,  so  gelangt  der  Punkt  X  von  A  nach 
C,  indem  er  B  überschreitet,  D  dagegen  nicht;  bewegt  er 
sich  im  entgegengesetzten  Sinn,  so  gelangt  er  von  A  nach 
C,  indem  er  D  überschreitet,  B  aber  nicht.  In  diesem  Fall 
sagen  wir :  Das  Punktpaar  A  C  wird  durch  das  Punktpaar 
BD  getrennt.  — 

Um  das  Ergebnis  zusammenfassen  zu  können,  führen 
wir  noch  zwei  neue  Worte  ein : 

2.  Definition :  Ein  Wurf,  dessen  Punktpaare  einander 
trennen,  heifst  elliptisch. 

3.  Definition:  Ein  Wurf,  dessen  Punktpaare  einander 
nicht  trennen,  heifst  hi/perholisch. 

Das  Ergebnis   unserer  Betrachtungen   lautet   demnach: 

4.  Lehrsatz :  Aus  vier  Funkten  lassen  sich  drei  Würfe 
bilden;  zwei  von  diesen  drei  Würfen  sind  hyperbolisch^ 
der  dritte  ist  elliptisch. 

11  11.  Der  aus  vier  Strahlen  gebildete  Wurf.  Verbinden 

wir  die  vier  Punkte  AB  CD  mit  einem  auf  serhalb  ihres 
Trägers  s  liegenden  Punkte  S  durch  die  vier  Strahlen  ab  cd 
und  bezeichnen  die  Verbindungslinie  'S(X)  durch  x  (Fig.  7), 
so  ergiebt  sich  aus  den  Betrachtungen  von  Nr.  9,  dafs  die 
Reihenfolge  der  Strahlen  ab  cd  mit  der  Reihenfolge  der 
Punkte  AB  CD  übereinstimmt.  Gebrauchen  wir  statt  der 
Worte:  Wir  verbinden  die  Punkte -4 5 CD  mit  dem  Punkte 


§  1.   Perspektive  Verwandtschaft.    Nr.  11—12.  9 

S  durch  die  Strahlen  ab  cd,  die  gleichbedeutenden:  Wir 
projizieren  die  Punkte  AB  CD  aus  S  durch  die  Strahlen 
abcdj  und  nennen  ferner  noch  zwei  elliptische  (oder  hyper- 
bolische) Würfe  gleichartig,  so  haben  wir 

1.  Lehrsatz :    J^üi  Punktwurf  wird  aus  jedem  Punkt 
durch  einen  gleichartigen  Strahle7iwurf  projiziert. 

Es  läfst  sich  daher  der  Satz  Nr.  10^  auf  einen  Strahlen- 
wurf übertragen.  Indem  wir  für  Punkt  und  Strahl  (und 
auch  Ebene)  das  zusammenfassende  Wort  Element ^^^  an- 
wenden, können  wir  sagen: 

2.  Lehrsatz:    Aus    vier    Elementen    AB  CD    lassen 
sich  drei   Würfe 

AB.  CD;  AC.BD;  AD.BC 

bilden;   zivei  von    diesen   drei   Würfen    sind   hyperbolisch^ 
der  dritte  ist  elliptisch. 

Zusatz.  Wir  sprechen  nicht  blofs  von  einem  Wurf  gleich-  z 
artiger  Elemente,  sondern  auch  von  einem  Wurf,  der  be- 
stimmt wird  durch  ein  Punktpaar  A  B  und  ein  Strahlenpaar 
c  d.  Bezeichnen  wir  nämlich  die  Punkte ,  in  denen  die 
Verbindungslinie  s  =  A  B  von  den  Strahlen  c  und  d  ge- 
schnitten wird,  durch  C  und  D  und  die  Strahlen,  durch 
welche  die  Punkte  A  und  B  aus  dem  Schnittpunkt  S  =  cd 
projiziert  werden,  durch  a  und  Z>,  so  verstehen  wir  unter 
dem  durch  das  Punktpaar  A  B  und  das  Strahlenpaar  c  d 
bestimmten  Wurf  ^^  .  c  d  entweder  den  Punktwurf  AB  .CD 
oder  den  Strahlenwurf  ab .  c d.  Je  nachdem  der  Wurf 
AB  .  C D  {ab  .ü  d)  elliptisch  oder  hyperbolisch  ist,  sprechen 
wir  von  einem  elliptischen  oder  hyperbolischen  y^fwvi  AB  .cd] 
oder  auch  wir  sagen :  Das  Punktpaar  A  B  lüird  durch  das 
Strahlenpaar  c  d  getrennt  oder  nicht  getrennt. 

Diese  Ausdrucksweise  dehnen  wir  auch  auf  drei  Punkte 
ABC  und  einen  Strahl  d  (oder  auf  drei  Strahlen  abc  und 
einen  Punkt  D)  aus,  indem  wir  z.  B.  sagen:  Der  Punkt  C 
ivird  V071  dem  Strahl  d  durch  die  Punkte  A  und  B  getrennt 
oder  nicht  getrennt. 

12.    Yopläufig-e    Inhaltsangabe.      Der    Inhalt     der  12 
Geometrie  der  Lage  läfst  sich  an  dieser  Stelle  bereits  ver- 
ständlich  machen   und  zwar  am  anschaulichsten  vermittelst 
der  (links)  konstruierten  Perspektiven  StrahlenbüscheP'). 
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Denken  wir  uns  die  Strahlen  ab  c  . . .  von  5  und  die 
ihnen  homologen  ^^>  a^  \  q  . . .  von  S^  fest  und  dann  den 
einen  Büschel  um  seinen  Mittelpunkt  gedreht  (ohne  dafs  die 
gegenseitige  Lage  der  Strahlen  sich  ändert),  sodafs  also  <(^> 
nicht  mehr  mit  t^  zusammenfällt,  so  liegen  die  Schnittpunkte 
der  homologen  Strahlen  aa^,  bh^^  cc^...  nicht  mehr  in 
einer  Gerade  .-',  sondern  in  einer  krummen  Linie. 

Das  Aufsuchen  der  Eigenschaften,  die  die  so  entstandene 
krumme  Linie  hat,  bildet  den  Inhalt  dieses  ganzen  Buches. 

13.*  Erläuterung-  durch  den  Kreis.  Verständlicher 
werden  die  in  der  vorhergehenden  Nummer  gemachten  An- 
deutungen, wenn  wir  eine  bekannte  krumme  Linie,  den  Kreis, 
auf  die  angegebene  Weise  entstehen  lassen. 

Wir  beziehen  zwei  Strahlenbüschel  *S  und  S^  nicht  ver- 
mittelst einer  beliebigen  Gerade  .s,  sondern  vermittelst  der 
unendlich    fernen  Gerade   o   der  Zeichenebene  (^^   perspektiv 

aufeinander.  Wir  ordnen 
also^^)  jedem  Strahl  a  von 
*S  den  Strahl  a^  von  S^ 
zu,  der  durch  den  Schnitt- 
punkt von  a  und  o  geht, 
d.  h.  wir  weisen  jedem 
Strahl  a  von  *S  den  ihm 
parallelen  Strahl  a^  von 
S^  zu  (Fig.  8).  Da  Winkel 
mit  parallelen  Schenkeln, 
wenn  sie  in  demselben 
Sinn(^)   gemessen   werden, 


einander  gleich  sind,  so  ist  der  Winkel  zwischen  zwei  beliebigen 
Strahlen  a  b  gleich  dem  von  den  homologen  Strahlen  a^  b^  ge- 
bildeten Winkel,  so  dafs  die  beiden  Strahlenbüschel  S  und  *S, 
einander  kongruent  sind.  Die  Gleichheit  der  Winkel  bleibt 
bestehen, 
punkt  S^ 
Z.  ab  ^=  Z.  a^ 


wenn  wir 
drehen. 


z.  B.  den 

Auch 


Büschel  aSj  um  seinen  Mittel- 


in 


Fig.  8   lehrt, 
planimetrischen 


b^    und 


folglich 
Satze ,    dafs 


der    neuen    Lage    ist    also 

auch,    wie   ein  Blick   in    die 

Daraus   folgt   nach   einem 

die    Schnittpunkte    A  =  a  a^ , 

gehenden  Kreise  liegen.  — 

nebenbei   bemerkt,   ferner  noch. 


b  b^  auf  einem  durch  5  und  aS, 
Aus    Z  aa^  =  Ztt^   folgt, 
dafs  t^    in  seiner  neuen  Lage  Tangente  an  dem  Kreise  ist. 


§  2.   Harmonische  Elemente.    Nr.  13—15.  H 

§  2.    Harmonische  Elemente. 

14.  Stereometrisehe  Hülfssätze,     Der  Fundamental-  u 
satz^^^)  dieses  Paragraphen  wird  durch  stereometrische  Be- 
trachtungen gewonnen.    Wir  schicken  daher,  um  den  Beweis 
nicht  unterbrechen  zu   müssen,    die  zu  benutzenden  stereo- 
metrischen  Sätze  voraus. 

1.  Zwei  Geraden,  die  in  einer  Ebene  liegen,  schneiden 
sich  in  einem  Punkte. 

2.  Zwei  Geraden,  die  sich  in  einem  Punkte  schneiden, 
liegen  in  einer  Ebene. 

3.  Zwei  Ebenen  schneiden  sich  in  einer  Gerade. 

4.  Schneiden  sich  zwei  Geraden,  die  in  zwei  ver- 
schiedenen Ebenen  liegen,  so  liegt  ihr  Schnittpunkt  in  der 
Schnittlinie  beider  Ebenen. 

5.  Vier  Punkte  lassen  sich  immer  als  die  Ecken  eines 
(räumlichen  oder  ebenen)  Vierecks  ansehen. 

Lehrsatz:  Wenn  zwei  Gegenseiten  eines  Vierecks  sich 
schneiden,  so  schneiden  sich  auch  die  anderen  Gegenseiten 
des  Vierecks. 

Beweis :  Wenn  die  Gegenseiten  A  A  und  B  f  des  Vier- 
ecks A  A  B  r  sich  in  P  schneiden,  so  liegen  die  vier  Ecken 
in  der  Ebene  P  A  B ;  alle  Verbindungslinien  der  Ecken  liegen 
daher  in  einer  Ebene,  folglich  schneiden  sie  sich(^^i>. 

6.  Lehrsatz  :  Wenn  je  zwei  von  drei  Geraden  sich  schneiden, 
so  liegen  die  drei  Geraden  in  einer  Ebene  oder  gehen  durch 
einen  Punkt. 

Beweis:  Nach  der  Voraussetzung  schneiden  sich  b  und 
c  in  ^4,  c  imd  a  in  B^  a  und  b  in  C.  Fällt  A  nicht  mit  B 
(und  folglich  auch  nicht  mit  C)  zusammen,  so  liegen  die 
drei  Geraden  in  der  Ebene  ABC,  Fällt  dagegen  A  mit 
B  (und  folglich  auch  mit  C)  zusammen,  so  gehen  die  drei 
Geraden  durch  einen  Punkt. 

15.  Perspektiv  liegende  Dreieeke.    In  einer  Ebene  a  is 
liege  das  Dreieck  ^  5  C  mit  den  Seiten  ab  c/m  einer  zweiten 
Ebene   ö-^    (oder    auch   in   derselben  Ebene  g)   das  Dreieck 

A  B  r  mit  den  Seiten  aßy.  Wir  wollen  die  Ecken  A  und 
A,  B  und  B,  C  und  f  einander  zuweisen  und  sie  kurz 
homolog (6)  nennen.    Die  Verbindungslinien  homologer  Ecken 
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Durch   die 


Zuordnung   der 


nennen  wir  homologe  Seiten. 
Ecken  der  beiden  Dreiecke  ist  dann  auch  jeder  Seite  des 
einen  Dreiecks  eine  bestimmte  Seite  des  andern  zugeordnet. 
Und  umgekehrt.  — 

1.  Lehrsatz:     Wenn   die    drei  Punkte,    in   denen    sich 

die  homologen  Seiten  zweier  zugeordneten  Dreiecke  schneiden, 

in  einer  Gerade  liegen,  so  gehen  die  drei  Geraden^  welche 

die  homologen  Ecken  verbinden,  durch  einen  Punkt. 

Beweis:    Die   beiden   in  derselben  Ebene  o  liegenden, 

zugeordneten  Dreiecke  seien  ^  5  C  und  A^  B^  C,   (Fig.  9); 

die  drei  Punkte,  in  denen 
die  Seiten  ahc  des  Dreiecks 
AB  C  von  den  homologen 
Seiten  a^  h^  c^  des  Dreiecks 

A^  B^  C,  geschnitten 
werden,  seien  P  Q  P]  die 
Gerade,  in  der  nach  der 
Voraussetzung  die  drei 
Punkte  P  Q  P  liegen, 
heifse  t. 

Wir  legen  durch  die 
Gerade  t  eine  (in  der  Figur 
nicht  gezeichnete)  beliebige 
Ebene  o^  und  ziehen  in  dieser  durch  die  drei  Punkte  PQP 
drei  beliebige  Geraden  a  ß  y,  die  sich  in  den  Punkten  ABT 
schneiden.  Wir  betrachten  zunächst  die  beiden  Dreiecke 
ABC  und  ABV.  Da  5  C  und  B  T  sich  in  P  schneiden, 
so  müssen  sich  auch  die  Verbindungslinien  B  B  und  C  V 
schneiden (^4«^);  ebenso  müssen  sich  die  Verbindungslinien  (7  r 
und  A  A  und  die  Verbindungslinien  A  A  und  B  B  schneiden. 
Da  diese  drei  Verbindungslinien  nicht  in  einer  Ebene  liegen, 
weil  die  Ebenen  ABC=a  und  A  B  T  =  a^^  nicht  zusammen- 
fallen, so  gehen  die  drei  Verbindungslinien  A  A,  B  B,  CT 
durch  einen  Punkt  S(^^<^\ 

Durch   Betrachtung   der   Dreiecke  A^  B^  C^    und  ABT 
ergiebt  sich  in  derselben  Weise,  dafs  die  Verbindungslinien 


^iA, 


B,  B,  C. 


r  durch  einen  Punkt  5^  gehen. 


Den  Punkt,  in  dem  die  Ebene  g  der  Dreiecke  ABC 
und  A^  B^  Cj  durch  die  Verbindungslinie  der  beiden  Punkte 
S  und  aSj  geschnitten  wird,    nennen  wir  T.     Weil  nun  5  A 
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and  -Sj  A^  nach  der  Konstruktion  sich  in  A  schneiden,  müssen 
sich  auch  S  S^  und  Ä  A^  schneiden  (^^s)^  mit  andern 
Worten,  A  A^  mufs  durch  T  gehen.  Ebenso  müssen  B  B^ 
und  CCj   durch  T  gehen.  — 

2.  Lehrsatz:     Wenn    die    drei    Geraden,    welche    die 
homologen  Ecken  zweier  zugeordneten  Dreiecke  verbinden^ 
durch    einen  Punkt  gehen,    so    liegen   die  drei  Punkte ,  in 
denen  sich  die  homologen  Seiten  schneiden,  in  einer  Gerade. 
Beweis:  Wir  legen  durch  den  Punkt  T  (Fig.  9),  in  dem 
sich  nach  der  Voraussetzung  die  drei  Verbindungslinien  homo- 
loger  Ecken  A  A^,   B  B^^    C  C^    schneiden,    eine   beliebige, 
nicht  in  o  liegende  (in  der  Figur  nicht  gezeichnete)  Gerade 
und  nehmen  in  dieser  zwei  beliebige  Punkte  S  und  S^  an. 
Weil  aSaSj  und  AA^   durch  T  gehen,    so  müssen  sich  auch 
aS  A   und  S^  A^    in   einem  Punkte  A    schneiden  (^^i*);    ebenso 
schneiden  sich  *S  B   und  S^  B^  in  einem  Punkte  B,  »S  (7  und 
S^  C^  in  einem  Punkte  f.    Die  drei  Punkte  ABT  bestimmen 
eine  Ebene  a^,  die  die  Ebene  g  in  der  Gerade  t  schneiden 
möge  (^^»l 

Die  Geraden  B  C  und  B^  C^  schneiden  sich^^^i^^  weil 
sie  beide  in  der  Ebene  a  liegen ;  die  Geraden  B  C  und  B  f 
schneiden  sich,  weil  B  B  und  C  f  durch  S  gehen  ^^^''^ ;  die 
Geraden  B^  C^  und  B  f  schneiden  sich,  weil  B^  B  und  6\  f 
durch  *Sj  gehen  (^^5\  Die  drei  Geraden  B  C,  B^  C^,  B  T,  von 
denen,  wie  wir  sehen,  je  zwei  sich  schneiden,  können  aber 
nicht  in  einer  Ebene  g  liegen,  weil  sonst  B  (und  f)  und  mithin 
auch  S  gegen  die  Konstruktion  in  g  liegen  müfste ;  sie  gehen 
daher  (^^«^  durch  einen  Punkt  P,  und  dieser  liegt,  weil  z.  B. 
B  C  und  B  r  in  zwei  verschiedenen  Ebenen  g  und  g^  liegen, 
in  der  Schnittlinie  t  von  g  und  g^  (i^*l  B  C  und  B^  C^ 
schneiden  sich  also  in  einem  Punkte  P  von  t.  —  Ebenso  liegt 
auch  der  Schnittpunkt  Q  von  C  A  und  C^  A^  und  der 
Schnittpunkt  E  von  A  B  und  A^  B^  in  t. 

Anmerkung,  Wenn  von  zwei  zugeordneten  Dreiecken  a 
ABC  und  A^  B^  C^  entweder  die  Schnittpunkte  homologer 
Seiten  in  einer  Gerade  liegen  oder  die  Verbindungslinien 
homologer  Ecken  durch  einen  Punkt  gehen,  so  heifsen  die 
Dreiecke  perspektiv  liegend.  —  Dieser  (durch  stereometrische 
Betrachtungen  gewonnene)  Lehrsatz  (von  Desargues)  über  per- 
spektiv liegende  Dreiecke  bildet  die  Grundlage  der  Lehre  von 
den  harmonischen  Elementen  und  damit  der  Geometrie  der  Lage. 
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16  16.  Viereck.  Vier  Punkte 
einer  Ebene  können  durch 
sechs  Geraden  verbunden  wer- 
den. Nimmt  man  die  vier 
Punkte  zu  Ecken  eines  Vier- 
ecks und  nennt  die  Verbin- 
dungslinien Seiten,  so  lautet 
der  vorstehende  Satz: 

Ein  Viereck  hat  sechs  Seiten. 

Zwei  Seiten,  die  nicht  durch 
dieselbe  Ecke  gehen,  heifsen 
Gegenseiten'^ 

der  Schnittpunkt  zweier 
Gegenseiten  heifst  Diagonal- 
jmnkt ; 

die  Verbindungslinie  zweier 
Diagonalpunkte  heifst  Diago- 
nallinie. 

Ein  Viereck  hat  demnach 
drei  Paar  Gegenseiten,  drei 
Diagonalpunkte  und  drei  Dia- 
gonallinien. 


Die  vier  Ecken  nennen  wir 
AAB  r  (Fig.  10);  die  drei  von 
A  ausgehenden  Seiten  ah  c, 
ihre  Gegenseiten  a,  h^  q. 
Ferner  fuhren  wir  für  die  Dia- 
gonalpunkte und  Diagonal- 
linien  die  Bezeichnung  ein: 
aa^=P;  bb^  =  Q;  cc^  =  R. 


16.  Vlerseit.  Vier  Geraden 
einer  Ebene  schneiden  sich 
in  sechs  Punkten.  Nimmt 
man  die  vier  Geraden  zu 
Seiten  eines  Vierseits  und 
nennt  die  Schnittpunkte  Ecken, 
so  lautet  der  vorstehende  Satz: 

Ein  Vierseit  hat  sechs  Ecken. 

Zwei  Ecken,  die  nicht  in 
derselben  Seite  liegen,  heifsen 
Gegenecken ; 

die  Verbindungslinie  zweier 
Gegenecken   heifst  Diagonal- 


der  Schnittpunkt  zweier 
Diagonallinien  h^ihWiagonal- 
punkt. 

Ein  Vierseit  hat  demnach 
drei  Paar  Gegenecken,  drei 
Diagonallinien  und  drei  Dia- 
gonalpunkte. 


Die  vier  Seiten  nennen  wir 
da ßy  (Fig.  11);  die  drei  in  ö 
liegenden  Ecken  ABC,  ihre 
Gegenecken  A^  B^  C^ .  Ferner 
führen  wir  für  die  Diagonal- 
linien und  Diagonalpunkte  die 
Bezeichnung  ein: 
AA^=p;BB^  =  q;CC^=r. 
qr  =^  P;  rp  =:  Q;  pq  =  R. 


§  2.    Harmonische  Elemente.    Nr.  16 — 17. 
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Zusatz.  Um  für  die  im 
folgenden  sich  ergebenden 
Beziehungen  zwischen  den 
Seiten  und  Diagonallinien 
eines  Vierecks  einen  kurzen 
Ausdruck  zu  gewinnen,  ordnen 
wir  die  Seiten  und  Diagonal- 
linien einander  zu  und  zwar 
jeder  Seite  (und  ihrer  Gegen- 
seite) die  Diagonallinie,  welche 
die  beiden  nicht  in  der  Seite 
liegenden  Diagonalpunkte  ver- 
bindet, sodafs  einander  zu- 
geordnet heifsen 

a  (aj    und  p;   b  (b^)  und  q; 
c  (Cj)  und  r. 

Anmerkung.  In  der  Plani- 
metrie legt  man  den  Ecken 
eines  Vierecks  eine  bestimmte 
Reihenfolge  bei  und  nennt  nur 
die  Verbindungslinie  von  zwei 
aufeinander  folgenden  Ecken 
Seite,  sodafs  ein  plani- 
metrisches  Viereck  vier  Seiten 
hat.  Ein  solches  Viereck 
heifst  ein  einfaches  im  Gegen- 
satz zum  unsrigen,  das  wohl 
auch  ein  vollständiges  genannt 
wird. 

Allgemein  heifst  ein  Vieleck 
ein  einfaches^  wenn  den  Ecken 
eine  bestimmte  Reihenfolge 
beigelegt  ist;  ein  einfaches 
Vieleck  hat  ebensoviel  Seiten 
wie  Ecken. 


Zusatz.  Um  für  die  im  z 
folgenden  sich  ergebenden 
Beziehungen  zwischen  den 
Ecken  und  Diagonalpunkten 
eines  Vierseits  einen  kurzen 
Ausdruck  zu  gewinnen,  ordnen 
wir  die  Ecken  und  Diagonal- 
punkte einander  zu  und  zwar 
jeder  Ecke  (und  ihrer  Gegen- 
ecke) den  Diagonalpunkt,  in 
welchem  die  beiden  nicht 
durch  die  Ecke  gehenden 
Diagonallinien  sich  schneiden, 
sodafs  einander  zugeordnet 
heifsen 

A  (A^)  und  P;  B  (B^)  und  Q; 
C  (C,)  und  R. 

Anmerkung.  In  der  Plani-  a. 
metrie  legt  man  den  Seiten 
eines  Vierseits  eine  bestimmte 
Reihenfolge  bei  und  nennt  nur 
den  Schnittpunkt  von  zwei 
aufeinander  folgenden  Seiten 
Ecke,  sodafs  ein  planimetri- 
sches  Vierseit  vier  Ecken 
hat.  Ein  solches  Vierseit 
heifst  ein  einfaches  im  Gegen- 
satz zum  unsrigen,  das  wohl 
auch  ein  vollständiges  genannt 
wird. 

Allgemein  heifst  ein  Vielseit 
ein  einfaches^  wenn  den  Seiten 
eine  bestimmte  Reihenfolge 
beigelegt  ist;  ein  einfaches 
Vielseit  hat  ebensoviel  Ecken 
wie  Seiten. 


17.  Konstruktion  eines  Vierecks. 

Aufgabe :  Es  sind  drei  Punkte  P  QW  gegeben, 
die  in  einer  Gerade  liegen.  Man  soll  ein  Viereck 
zeichnen,  von  dem  P  und  Q  zwei  Diagonalpunkte  sind, 
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während  eine  Seite  des  dritten  Diagonalpunktes  durch 
W  geht. 

Lösung-:  Wir  legen  durch  P  zwei  beliebige  Geraden 
a  und  «j,  die  von  einer  beliebigen  durch  W  gelegten  Gerade 
c  in  A  und  f  geschnitten  werden.  Bezeichnen  wir  dann  den 
Punkt,  in  welchem  a  von  der  Verbindungslinie  Q  f  geschnitten 
wird,  durch  A,  und  den  Punkt,  in  welchem  a^  von  Q  A  ge- 
schnitten wird,  durch  B,  so  bilden  A  A  B  T  die  Ecken  eines 
der  verlangten  Vierecke. 

Anmerhmg.  Später  ^^Si)  werden  wir  sehen,  dafs  die  Zeich- 
nung des  Punktes  W^ ,  in  dem  die  Seite  A  B  die  Diagonallinie 
P  Q  schneidet,  für  die  Lehre  von  den  harmonischen  Punkten 
von  der  gröfsten  Wichtigkeit  ist.  Der  Leser  hat  sich  daher 
mit  der  vorstehenden  Konstruktion  vollständig  vertraut  zu 
machen ;  er  hat  sie  für  verschiedene  Lagen  der  Punkte  PQW 
und  unter  Abänderung  der  Lage  der  willkürlich  angenom- 
menen Geraden  aa^  c  zu  wiederholen  und  einzuüben.  Je 
gründlicher  er  diese  Konstruktion  beherrscht  und  die  Einzel- 
heiten der  Vierecksfigur  in  sich  aufnimmt,  um  so  schneller 
wird  er  die  folgenden  Sätze  verstehen. 

18.  Zwei  Diag-onalpunkte  und  die  Gegrenseiten  des 

dritten  Diag-onalpunktes.    Zeichnen  wir  nach  Nr.  17  zwei 

Vierecke  (Fig.  12),  von  denen  P  und  Q  zwei  Diagonalpunkte 

sind,  so  behaupten  wir:  Wenn  die  Seiten  c  und  c'  der  dritten 

Diagonalpunkte  R   und  R'  sich  in  W  schneiden,    so  gehen 

ah      '  die  Gegenseiten  (\  und  c^^ 

Ä  dieser  Seiten  c  und  c'  durch 

Jim  einen  und  denselben  Punkt 

A  jfS  W^  der  gemeinsamen  Dia- 

/\rF-4,B  gonalliniePQ,  mit  andern 

/         ^'"  \^""\  Worten : 

/^^^-^^j\  \    ^^<i.  Wir  behaupten,  dafs  der 

J^^^._ig__w 2\I^_    Punkt   W^   von  der  Wahl 

x;^^--^^  des  Vierecks    A  A  B  r    un- 

fil<2^^o^'^       '  abhängig,    also    nur    von 

A^^  der  Lage  der  drei  Punkte 

Fig.  1-'.  PQW  abhängig  ist. 

Beweis:   Jedes  der  beiden  gezeichneten  Vierecke  A  A  B  r 

und  A'  A'  B'  f  zerlegen  wir  in  zwei  Dreiecke  und  betrachten 

zunächst  ATA  und  A'  f  A'.     Diese  beiden  Dreiecke  liegen 
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perspektiv  (^^  ^\  weil  der  Schnittpunkt  W  von  A  T  und 
AT',  der  Schnittpunkt  P  von  A  A  und  A' A',  der  Schnitt- 
punkt Q  von  A  r  und  AT'  in  einer  Gerade  liegen.  Die  drei 
(in  der  Figur  nicht  gezeichneten)  Verbindungslinien  homo- 
loger Ecken  A  A',  r  T',  A  A'  gehen  daher^'^-^)  durch  einen  Punkt 
T.  —  Ferner  liegen  die  Dreiecke  A  f  B  und  AT'  B'  perspektiv; 
es  gehen  daher  (^^i)  die  drei  Verbindungslinien  A  A',  r  r',  B  B' 
durch  einen  Punkt,  mit  andern  Worten,  B  B'  geht  durch  den 
Schnittpunkt   von  A  A'    und  T  f,  d.  i.  2\ 

Betrachten  vs^ir  schliefslich  die  beiden  Dreiecke  ABT 
und  A'  B'  r',  so  liegen  diese  perspektiv,  weil,  wie  wir  eben 
bewiesen  haben,  die  Verbindungslinien  homologer  Ecken 
AA',  BB',  rr'  durch  einen  Punkt  T  gehen.  Weil  nun  BT 
und  B'  f  sich  in  P,  r  A  und  T'  A'  sich  in  Q  schneiden,  so 
müssen  A  B  und  A'  B'  durch  einen  und  denselben  Punkt  W, 
von  PQHö.)  g-ehen. 

19.  Veptausehbarkeit  der  Punktpaare.  Die  drei  i» 
Punkte  PQW^  von  denen  wir  beim  vorhergehenden  Satz  aus- 
gingen, sind  nicht  gleichartig.  Wir  wollen  dies  dadurch  an- 
deuten, dafs  wir  die  Punkte  Pund  Q,  die  Diagonalpunkte  unserer 
Vierecke  sind,  ein  Punktpaar  nennen  und  beim  Schreiben 
von  W  trennen :  PQ,W,  Es  ist  dann (^s) durch  P  Q  .  IF  der 
Punkt  W^  eindeutig  bestimmt.  Es  fragt  sich  nun,  ob  wir, 
ausgehend  von   WW^.Q^  zum  Punkte  P  gelangen. 

Wir  nehmen  also  an  (Fig.  13),  dafs  von  dem  Viereck  A  A  B  T 
die  beiden  Punkte  P  und        ^ 
Q   zwei   Diagonalpunkte  Vs 

sind  und  dafs  die  beiden  '\\'^n 

Punkte    W  und  W\    auf  \\   'n,  ^ 

den  Gegenseiten  des  drit-  \  \    /^-.^ 

ten    Diagonalpunktes    P  \  yi\\ 

liegen.  Betrachten  wir  die  ^iCjJ  \     '"^^ 

beiden    Dreiecke    A  A  Q  /^^\lF4x? 

und  W^WR  und  ordnen  /  J^M^Jm^ 

die  Ecken  in  der  hinge-        /S-^''^^/    \\      ^^"""^^^ 

schriebenen    ßeihenfotge  --^^. i.-^i .-^Ss^..« 

einander  zuO^),  so  sehen    ^  ^      9  w; 

wir,    dafs    der    Schnitt-  ^'^' '^■ 

punkt  P  von  A  A  und    W^  W,  der  Schnittpunkt  r   von  A  Q 
und   PTP,    der  Schnittpunkt  B  von  Q  A  und  R  W^  in  einer 

Böger,  Ebene  Geometrie  der  Lage.  9 
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Gerade  liegen.  Es  gehen  daher  (^^x)  die  Verbindungslinien 
homologer  Ecken  ATF,,  ATF,  Q  B.  durch  einen  Punkt  S.  Wir 
haben  damit  ein  Viereck  SRLk  gezeichnet,  von  dem  TF 
und  W  zwei  Diagonalpunkte  sind,  während  die  Seite  *S  R 
des  dritten  Diagonalpunktes  durch  Q  geht.  Da  die  Gegen- 
seite A  A  von  S  i?  durch  P  geht,  so  erkennen  wir,  dafs  wir, 
ausgehend  von  WW^.Q,  zum  Punkt  P  gelangen;  die  beiden 
Punktpaare  P  Q  und  W  W\  können  also  miteinander  ver- 
tauscht werden. 

20  20.  Harmonische  Punkte.  Auf  den  in  den  Nummern  18 

und  19  gewonnenen  Ergebnissen  werden  die  folgenden  Sätze 
aufgebaut;  es  ist  daher  nötig,  diese  Ergebnisse  in  einem 
knappen,  für  die  Anwendung  bequemen  Ausdruck  zusammen- 
zufassen. Zu  einem  solchen  Ausdruck  gelangen  wir  mit 
Hülfe  der 

1.  Definition:  Zwei  Biagon alpunkte  eines  Vierecks 
und  diejenigen  beiden  Punkte  ihrer  Verbindungslinie,  ivelcJie 
auf  den  Gegenseiten  des  dritten  Diagonalpunktes  liegen, 
heifsen  vier  harmonische  Punkte;  sie  bilden,  icie  man  aiich 
sagtj  einen  harmonischen  Wiirf^^^^K 

Ein  harmonischer  Wurf  besteht  aus  zwei  gleichartigen 
(19)  Punktpaaren  PQ  und  WW\]  wir  bezeichnen  ihn  durch 
PQ  .  WW^  oder  WW^  .  QP  usw. 

Die  Ergebnisse  von  18  und  19  können  wir  jetzt  so 
aussprechen : 

2.  Lehrsatz :  Biirch  ein  Punktpaar  und  einen  Punkt 
ist  der  vierte  harmonische  Punkt  bestimmt 

oder 

Stimmen  zwei  harmonische  Würfe  in  einem  Punkt- 
jiaar  und  einem  Punkt  überein,  so  stimmen  sie  auch  im 
vierten  Punkt  über  ein. 

In  Zeichen:  Wenn  PQ.WW^  und  WJV.PQ 
zwei  harmonische  Würfe  sind,  so  fällt  W^  in  W\. 

21  21.  Harmonisehe  Strahlen.  Die  folgende  Konstruktion : 

Wir  verbinden  den  Punkt  5  mit  dem  Punkt  Ä  und  bestimmen 
den  Schnittpunkt  .1^  dieser  Verbindungslinie  5  A  mit  einer 
Gerade  ^,,  beschreiben  wir  kurz  mit  den  Worten:  Wir  pro- 
jizieren (vgl.  11)  den  Punkt  Ä  aus  dem  Punkte  S  auf  die 
Gerade  t^. 
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Wenn  wir  nun  die  vier  harmonischen  Punkte  (-"^i)  AB  .CD 
aus  irgend  einem  Punkte  *S  auf  die  beliebige  Gerade  t^  pro- 
jizieren, so  bilden  A^B^  -  C^  D^,  wie  wir  beweisen  wollen, 
wieder  einen  harmonischen  Wurf.  Zunächst  beweisen  wir 
den  Satz  aber  nicht  für  eine  beliebige,  sondern  für  eine 
durch  den  Punkt  D  gehende  Gerade. 

Wir  projizieren  (Fig.  14)  den  Punkt  C^  aus  A  2i\jii  S  (B) 
und  aus  B  auf  S  (A).  Bezeichnen  wir  den  Schnittpunkt 
von  C^  A  und  S  (B)  durch  B,  den  Schnittpunkt  von  C^  B 
imd  S  (A)  durch  A,  so  bilden  ^o 

aS  Cj  A  B    ein    Viereck,    von  A 

dem  A  und  B  zwei  Diagonal-  /  \\ 

pmikte    sind,    während    eine  '^^^■^4Ab 

Seite   des    dritten   Diagonal-  /   '^q/T^r^^ 

punktes    durch    C  geht;    die  j       /%*  X"^^^^^^^"'^^ 

Gegenseite  A  B  mufs  daher^^o,)  /     /  1  ^\  \       ^^,^' 

durch  D  gehen.     Betrachten  /   /      1     ^J^b^'^ 

wir  nun  das  Viereck  .4_ßAB,  /  /       ,^^""' 

so  sehen  wir,  dafs  von  diesem  /\^'^''' 

C^    und    Z>    zwei    Diagonal-    ^/^''' 
punkte    sind,    während    die  'ig.  u. 

Gegenseiten  des  dritten  Diagonalpunktes  .S  durch  ^1^  und  B^ 
gehen ;  A^  B^  .  C,  D  sind  also^^o,)  vier  harmonische  Punkte.  — 

Wir  wenden  uns  jetzt  zu  dem  allgemeinen  Fall:  Wir 
projizieren  also  die  vier  harmonischen  Punkte  yl  5 .  C  i> 
aus  Ä  auf  eine  beliebige  (nicht  durch  B  gehende)  Gerade  t^ 
und  behaupten,  dafs  A^  B^ .  C^  D^  ebenfalls  vier  harmonische 
Punkte  sind. 

Verbinden  wir  A^  und  B  und  bezeichnen  die  Punkte, 
in  denen  diese  Verbindungslinie  von  den  Projektionsstrahlen 
5  (B)  und  S  (C)  geschnitten  wird,  durch  B'  und  C\  so  sind 
nach  dem  eben  geführten  Beweise,  weil  AB.  CD  vier 
harmonische  Punkte  sind,  auch  A^B' .C D  vier  harmonische 
Punkte;  und  weil  A^  B' .  C  D  vier  harmonische  Punkte  sind, 
suid  es  auch  A^  B^  .  C,  D^.     Daher: 

1.    Lehrsatz:    Durch  Projektion  eines  harmonischen 

Wurfes  erhalten  wir  wieder  einen  harmonischen  Wurf. 

Für    manche  Anwendungen    ist   es   vorteilhaft,    diesem 

Satz    durch    Einführung    des    Begriffes    der    harmonischen 

Strahlen  eine  andere  Form  zu  geben. 
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2.  Definition:  Vier  Strahlen  hei/sen  harinonisch, 
wenn  sie  durch  vier  harmonische  Punkte  gehen, 

3.  Lehrsatz:  Vier  harmonische  Strahlen  schneiden 
jede   Gerade  in  vier  harmonischen  Punkten. 

22.  Harmonische  Ebenen. 

1.  Definition:  Vier  Ebenen  eines  Ebenenbttsehels^"-) 
heifsen  harmonisch,  wenn  sie  durch  vier  harmonische 
Punkte  gehen. 

2.  Lehrsatz:  Vier  harmonische  Ebenen  eines  Büschels 
schneiden  jede  Ebene  in  vier  harmonischen  Strahlen. 

Beweis:  Eine  beliebig-e  Ebene  e^,  die  nicht  durch  die 
Achse  (-)  g  des  Ebenenbtischels  geht,  werde  von  den  vier 
harmonischen  Ebenen  a  ß .  yö  des  Büschels  in  den  Strahlen 
a^  6,  .  c,  Jj  geschnitten;  es  ist  zu  beweisen,  dafs  a^  b^  .  c^  d^ 
durch  vier  harmonische  Punkte  gehen ^-^^l 

Wir  verbinden  einen  beliebigen  Punkt  S  der  Achse  g 
mit  den  vier  harmonischen  Punkten  A  ß  .  CD,  durch  welche 
nach  der  Voraussetzung  die  vier  Ebenen  a  ß .  y  ö  gehen. 
Weil  SA  und  a^  in  der  Ebene  a  liegen,  so  schneidet  SA 
den  Strahl  a,  in  einem  Punkte  .4,('^');  ferner  schneiden  die 
Verbindungslinien  S  B,  S  C,  5 IJ  die  Strahlen  6^  c,  d^  in 
ßj  Cj  />,.  Diese  vier  Punkte  .4,  B^  .  C,  D^  sind  harmonisch, 
weil  sie  die  Projektion  des  harmonischen  Wurfes  AB.  CD 
bildenC-^»).  _ 

3.  Lehrsatz:  Die  vier  Ebenen,  durch  welche  vier 
harmonische  Strahlen  aus  einem  beliebigen  Punkte 
projiziert  werden,  bilden  einen  harmonischen  Wurf 

Beweis:  Die  vier  Ebenen,  welche  den  beliebigen  Punkt  T 
mit  den  vier  harmonischen  Strahlen  a  b .  c  d  des  Mittel- 
punktes 5  verbinden,  gehören  dem  EbenenbUschel  mit  der 
Achse  TS  an.  Nach  der  Voraussetzung  gehen  ab.  cd 
durch  vier  harmonische  Punkte (^i»)  AB.  CD]  durch  diese 
gehen  auch  die  vier  Ebenen  von  TS.  — 

4.  Lehrsatz:  Vier  harmonische  Ebenen  schneiden  jede 
Gerade  in  vier  liarmonisclien  Punkteri. 

Beweis:  Wir  legen  durch  die  Gerade  t,  welche  von 
den  vier  harmonischen  Ebenen  in  den  Punkten  AB.  CD 
geschnitten  wird,  eine  beliebige  Ebene  e.  Diese  wird^--.) 
von    den    vier    harmonischen  Ebenen   in  vier  harmonischen 
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Strahlen  ah  .c d  geschnitten.  Da  diese  vier  harmonischen 
Strahlen  durch  A  B  .  C  JJ  gehen,  so  sind  AB.  CT)  vier 
harmonische  Punkte  (^u), 

23.  Harmonische  Elemente.  Haben  wir  die  beiden  har-  23 
monischen  Strahlen  würfe  p  q  .wii\  und  p  q  .ww^,  die  in  den 
drei  Strahlen  jujw  übereinstimmen,  so  müssen  sie  auch  im 
vierten  tibereinstimmen;  denn  die  beiden  harmonischen 
Punktwürfe  FQ.WW^  und  FQ.WW^,  in  denen  eine  be- 
liebige Gerade  von  unsern  beiden  harmonischen  Strahlen- 
wtirfen  geschnitten  wird^^'s)^  sind  identisch^^*^*^ . 

Da  sich  dasselbe  von  zwei  harmonischen  Ebenenwürfen, 
die  in  drei  Ebenen  tibereinstimmen,  aussagen  läfst,  so  ist 
der  Satz  Nr.  20^  nicht  blofs  für  Punkte,  sondern  ftir  alle 
Elemente  gtiltig: 

Durch    ein  Etementenpaar    und    ein  Element    ist  das 
vierte  harmonische   Elernent  bestimmt. 

24.  Harmonische    Punkte    eines   Vierecks.    Bilden  2* 
wir    aus    den    vier    harmonischen    Punkten  FQ.W W\    die 
drei  Würfe 

PW.QW^;     FW^.QW;     PQ.WW^, 

so  mufs  einer   und  nur   einer   dieser   drei   Würfe   elliptisch 
sein(^o). 

Wäre  dieser  Wurf  F  W.  Q  W\  A» 

(Fig.   15),    so    müfste,    wenn    wir  /1\ 

ihn    aus    A    auf   A  B    projizierten,  ^/.  \\ 

AR  .B  W^     ein    elliptischer    Wurf  ^/V^\^ 

sein(^^i);    gleichzeitig  müfste,    wie  /  ^^^>^ 

wir   durch   Projektion    des  Wurfes  A>^^"^n^^^^""^^ 

F  W.  Q  l\\  aus  r  erkennen,  BR.k  H>\  i^— -i-^_....^\^ 

ein    elliptischer    Wurf    sein.      Da  ^           ^  ^            ^^r 

dies  nicht  möglich  ist^*^*),  so  kann  ^'^- ^^• 
F  W .  Q  W^    kein    aus    zwei    getrennten    Punktpaaren    be- 
stehender Wurf  sein. 

Ebenso  tiberzeugt  man  sich  davon,  dafs  auch  FW^.QW 
kein  elliptischer  Wurf  sein  kann.  Daher  besteht  der  Wurf 
FQ.  W  W^  aus  zwei  getrennten  Punktpaaren ^^^*^: 

1.  Lehrsatz:    Die  beiden  Funktptaare,    die    einen  har- 
nfwnischen   Wurf  bilden,  trennen  einander. 
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Aus  diesem  Lehrsatz  ergiebt  sich(-o^)  i^^t  Hülfe  der  in 
Nr.  UZ  eingeführten  Ausdrucksweise : 

2.  Je  zwei  IJiagojialjninkte  eines  Vierecks  iverden 
durch  die  beiden  Gegenseiten  des  dritten  Diagonalfiinktes 
harmonisch  getrennt.   — 

\us  der  Fig.  15  ergiebt  sich  noch  durch  Projektion 
des  harmonischen  Wurfes  P  Q .  W  W,  aus  A  (oder  T)  auf 
die  Vierecksseite  A  B,  dafs  A  B  .  7^  W^  ein  harmonischer 
Wurf  ist(^'^): 

3.  Je  zwei  Ecken  eines  Vierecks,  der  in  ihrer  Ver- 
bindungslinie liegende  Diagonalpunkt  und  die  zu- 
ü-eordnete^^^  ^^)  Diagonallinie  bilden  einen  harmo- 
nischen Wurf. 

B         25.  Harmonische  Strahlen  eines  Vierseits.    Wir  be- 

trachten  ein  Vierseit  daßy  (Fig.  16) 

^  mit  den  Gegenecken  Ä  A^  .BB^.CC^. 

r/AlX  ^^^^  ^^^^  Gegenecken,  z.  B.  AA^ 

yj\  \  und  B  B^,  lassen  sich  als  die  Ecken 

^jL^  \  r  \  einesVierecks  auffassen,  von  welchem 

/    WiW»  \^      ^^^    ^^^^^^   ^^^^    Gegenecken    C  C^ 

A<>^^VMpi5    \     '^'"^^^  Diagonalpunktc  sind;  die  Dia- 

J^^^^^^ ^j^^\^  gonallinien  j>  und  q  sind  die  Gegen- 

C  g    r,  -  r    j>   ggi^gj^  j^gg  dritten  Diagonalpunktes. 

Fig- 16-  Wir    können   daher   den  Inhalt  von 

Nr.  242  ^^ß^  vermittelst  des  Vierseits  ausdrücken: 

1.  Je  zwei  Diagonallinien  eines  Vierseits  werden  durch 
die  beiden  Gegenecken  der  dritten  Diagonallinie  harmonisch 
getrennt. 

Weil,  wie  wir  eben  sahen,  CC^.QP  (Fig.  16)  vier 
harmonische  Punkte  und  daher  ihre  Verbindungslinien  mit 
A  vier  harmonische  Strahlen^-^'^)  sind,  so  haben  wir: 

2.  Je  zwei  Seiten  eines  Vierseits,  die  durch  ihren 
Schnittpunkt  gehende  Diagonallinie  und  der  zugeord- 
nete(^^  z)  Diagonalpunkt  bilden  einen  harmonischen  Wurf. 

26         26.     Konstruktion     des     vierten     harmonischen 
Elementes. 

1.  Aufgabe:  Den  von  einem  gegebenen  Punkte  durch 
ein  gegebenes  Funktpaar  harmonisch  getrennten  Punkt 
zu  zeichnen. 
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Die  Aufgabe:  Den  von  W  durch  P  und  Q  harmonisch 
getrennten  Punkt  (PF^)  zu  zeichnen,  ist  in  Nr.  17  bereits 
gelöst.  — 

2.  Aufgabe :  Den  von  einem  gegebenen  Strahl  durch 
ein  gegebenes  Strahlenpaar  harmonisch  getrennten  Strahl 
zu  zeichnen. 

Die  Zeichnung,  die  sich  durch  duale  Übertragung ^'^  aus 
Nr.  17  ableiten  läfst,  wird  dem  Lernenden  überlassen. 

Eine  andere  Lösung  ergiebt  sich  dadurch,  dafs  man 
die  drei  gegebenen  Strahlen  durch  eine  beliebige  Gerade 
schneidet  und  zu  den  drei  Schnittpunkten  den  vierten  har- 
monischen Punkt  zeichnet.  —  Auch  die  Ausführung  dieser 
Zeichnung  wird  dem  Lernenden  empfohlen. 

Zusatz.     Verfolgt  man  die  Konstruktion^^"^^  für  den  Fall,  z 
dafs  der  Punkt  Q  in  den  Punkt  P  fällt,    so   erkennt   man, 
dafs  die  Punkte  A  und  B  mit  P  zusammenfallen ;  daher  fällt 
auch   W^   in  P.    —    Läfst   man  den  Punkt   W  in  Q  fallen, 
so  fällt  A  in  A  und  B  in  f,  der  Punkt   W^  also  in  Q. 

Ahnliches  ergiebt  sich  für  die  duale  2.  Aufgabe.    Daher: 
Wenn  eins  von  vier  harmonischen  Elementen  mit  einem 
zweiten  zusammenfällt ^    so  fällt  es  auch    noch    mit    einem 
dritten  zusammen. 

27.*  Mittelpunkt  und  uneigrentlieher  Punkt  einer  27 

Strecke.  Die  Geometrie  der  Lage  hat  vor  der  Planimetrie  den 
grofsen  Vorzug,  dafs  sie  ihre  Sätze  immer  in  der  allgemeinsten 
Form  gewinnt,  so  dafs  sich  viele  planimetrische  Sätze  als 
besondere  Fälle  aus  den  Sätzen  der  Geometrie  der  Lage 
ablesen  lassen.  Wir  beweisen  daher  in  dieser  und  der 
folgenden  Nummer  zwei  Sätze,  die  wir  später  bei  der  Ab- 
leitung planimetrischer  Sätze  vielfach  verwerten  werden. 

Aufgabe :    Den  Punkt  einer  Strecke  zu  finden,    der 

von    dem   uneigentlichen (^)    Punkte   durch   die  beiden 

Endpunkte  harmonisch  getrennt  ist. 
Lösung:  Wenn  P  und  Q  (Fig.  17)  die  Endpunkte  der 
Strecke  sind  und  W^  der  uneigentliche  Punkt,  so  legen 
wir(^')  durch  P  zwei  beliebige  Strahlen,  die  von  einem  be- 
liebig durch  W^  gelegten  Strahl,  d.  i.^^)  von  einer  be- 
liebigen Parallele  zu  P  Q,  in  A  und  f  geschnitten  werden. 
Treffen    die  Verbindungslinien   Q  f  und   Q  A    die    durch  P 
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gelegten  Strahlen  in  A  und  B,  so  schneidet  A  B  die  Strecke 
PQ  in  dem  vierten  harmonischen  Punkte   W. 

Wir  behaupten,  dafs  der  gezeichnete  vierte  harmonische 
Punkt  W  der  Mittelpunkt  von  FQ  ist.  —  Sehen  wir  zu- 
nächst A  und  dann  B  als  Strahlen- 
mittelpunkt an,  so  haben  wir  nach 
einem  Satze  der  Proportionslehre 
WF:RA  =  WQ:Rr 
WP:RV  =  WQ:RL, 
folglich  durch  Multiplikation  W P- 
=  WQ"^.  Daraus  folgt  entweder 
WP=WQ  o^ti  WP=—WQ. 
Wäre  WF=^WQ^  so  fielen  P  und  Q  zusammen.  Es  ist 
daher  WP=  —  WQ,  d.  h.  W  ist  der  Mittelpunkt  von  P  Q. 
Das  Ergebnis  sprechen  wir  aus  in  dem 

1.  Lehrsatz :  Die  Endpunkte^  der  Mittelpunkt  und  der 
uneigentliche  Punkt  einer  Strecke  sind  vier  harmonische  Punkte. 

Da  durch  drei  Punkte  der  vierte  harmonische  bestimmt 
ist  ^'^^^\  so  läfst  sich  dem  vorstehenden  Satze  die  Form  geben : 

2.  Wenn  von  vier  harmordschen  Punkten  der  eine 
der  uneigentliclie  {der  Mittelpunkt)  ist^  so  ist  der  zugeord- 
nete der  Mittelpunkt  [der  uneigentliclie). 

28*.  Zwei  Strahlen  und  die  Halbierung-slinien  ihrer 
Winkel. 

1.  Tjwei  Strahlen  und  die  Halbierungslinien  der  beiden 
von  den  Strahlen  gebildeten  Winkel  bilden  einen  harmonischen 
Wurf. 
Beweis:  a  und  b  (Fig.  18)  seien  die  beiden  Strahlen 
und  c  und  d  die  Halbierungs- 
linien der  durch  a  und  b  bestimm- 
ten Nebenwinkel.  Wir  verbinden 
einen  beliebigen  Punkt  C  der  Hal- 
bierungslinie c  mit  dem  uneigentlichen 
Punkte  D  ^  der  zweiten  Halbierungs- 
linie d  und  bezeichnen  die  Punkte, 
in  denen  diese  Verbindungslinie  die 
Strahlen  a  und  b  schneidet,  durch  A 
und  B.  Weil  die  Halbierungslinien 
c  und  (/  aufeinander  senkrecht  stehen, 
so   ist    ^  S  C  A  =  6'  C  B   und  daher 


Fig.  18. 
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Dreieck  SCA^SCB,  folglich  AC=CB.  Es  sind 
also  ^-"^i)  AB  .CD  ^  vier  harmonisclie  Punkte  und  folglich  ^-^2) 
ah  .cd  vier  harmonische  Strahlen.  — 

Da  durch  drei  Strahlen  der  vierte  harmonische  bestimmt 
ist^^^^,  so  läfst  sich  dem  vorstehenden  Satz  auch  die  Form 
geben : 

2.  Wenn  von  vier  harmonischen  Stralden  ah  .  cd  der  eine 
G  den  Winkel  a  h  halhiert^  so  halhiert  der  c  zugeordnete 
Strahl  d  den  Nehenwinkel  von  ah.  — 

3.  Wenn  zwei  zugeordnete  Stralden  eines  harmonischen 
Wurfes  auf  einander  senkrecht  stehen,  so  halhieren  sie  die  von 

den  heiden  andern  zugeordneten  Strahlen  gehildeten  Winkel. 
Beweis:  Verbinden  wir  wieder  einen  beliebigen  Punkt 
C  (Fig.  18)  des  einen  der  beiden  senkrecht  aufeinander- 
stellenden Strahlen  c  und  d  mit  dem  unendlich  fernen  Punkt 
D  QQ  des  andern ,  so  sind,  weil  ah  .cd  nach  der  Voraus- 
setzung harmonische  Strahlen  sind,  AB.CL^  vier  har- 
monische Punkte  ^"^'»l  Mithin  ist  C  der  Mittelpunkt  von  A  B 
f^"^«)  und  daher  Dreieck  SC  A^,SC  B^  folglich  ^  a  c  =  eh. 


§  3.    Projektive  Verwandtschaft  gerader 
Grundgebilde. 

29.  Homologre  Elemente  in  zwei  g-eraden  Grund- 
gebilden.  In  Nr.  6  haben  wir  die  einfachste  Art,  die  Elemente 
eines  Strahlenbüschels  und  einer  Punktreihe  einander  zu- 
zuordnen, kennen  gelernt:  Wir  wiesen  jedem  Strahl  a  des 
Büschels  S  den  Punkt  -1  der  Punktreihe  s  zu,  in  dem  s 
von  a  geschnitten  wird.  In  Nr.  7  lernten  wir  dann  z.  B.  zwei 
Strahlenbüschel  -S  und  S^  aufeinander  beziehen:  Wir  nahmen 
eine  Punktreihe  s  zu  Hülfe  und  wiesen  die  Strahlen  von 
*S  und  S^  einander  als  homolog  zu,  die  durch  denselben 
Punkt  von  s  gehen. 

Diese  in  Nr.  6  und  7  gelehrte  Zuordnung  zweier  ge- 
raden Grundgebilde  (^^  könnten  wir  die  direkte  nennen  zum 
Unterschied  von  der  folgenden, 

bei  welcher  wir,  um  zwei  bei  welcher  wir,  um  zwei 
Strahlenbüschel  -S  und  S^  auf-  Punktreihen  s  und  s^  aufein- 
einander  zu  beziehen,  einen  ander  zu  beziehen,  eine  dritte 
dritten    beliebigen   Strahlen-      beliebigePunktreihea  zu  Hülfe 
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büscliel  I  zu  Hülfe  nehmen 
und  diesen  nach  7  vermittelst 
einer  beliebigen  Punktreihe  s 
auf  *S  und  vermittelst  einer 
zweiten  beliebigen  Punktreihe 
s^  auf  S^  beziehen. 


Der  Kegelschnitt. 

nehmen    und 


Fig.  19. 

Dem  Strahl  a  von  5  (Fig.  19) 
ordnen  wir  also  einen  Strahl 
öj  von  S^  durch  die  folgende 
Konstruktion  zu  :  Wir  bestim- 
men den  Schnittpunkt  s  (a) 
^  .1  und  ziehen  die  Verbin- 
dungslinie I  {Ä)  =  a]  der 
Schnittpunkt  s^  («)  =  .1^  wird 
dann  aus  S^  durch  den  a 
homologen  Strahl  a^  projiziert. 


diese  nach  7 
vermittelst  eines  beliebigen 
Strahlenbüschels  5  auf  s  und 
vermittelst  eines  zweiten  be- 
liebigen Strahlenbüschels  *S^ 
auf  s,  beziehen. 


Fig.  20. 

Dem  Punkte  von  s  (Fig.  20) 
ordnen  wir  also  einen  Punkt 
A^  von  s^  durch  die  folgende 
Konstruktion  zu :  Wir  ziehen 
die  Verbindungslinie  S  (Ä) 
=  a  und  bestimmen  den 
Schnittpunkt  o  (a)  =  A]  die 
Verbindungslinie  S^  (A)  =  a^ 
schneidet  dann  s^  in  dem  A 
homologen  Punkte  A^. 


A  Anmerkung.    Das  Studium  der  eben  gezeichneten  Figur 

wird  uns  von  jetzt  an  ununterbrochen  beschäftigen.  Die 
vorstehende  Konstruktion  ist  daher  für  verschiedene  Lagen 
des  Punktes  l  und  der  Hülfsgeraden  s  und  s^  zu  wieder- 
holen und  insbesondere  auch  für  den  Fall  einzuüben,  dafs 
s  durch  *Sj   und  s^  durch  aS  geht. 

80  30.  Projektive  Verwandtschaft.  Die  früher  (^^  ^) 
direkt  aufeinander  bezogenen  Gebilde  nannten  wir  per- 
spektiv;    für    die    nach    unserm   jetzigen  ("^^^  Verfahren    auf- 
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einander  bezogenen  einförmigen  Grundgebilde  wollen  wir 
das  Wort  projektiv  einführen.  Da  wir  statt  eines  Strahlen- 
büschels I  zwischen  S  und  6\  noch  mehrere  Ij  I.^  . .  ein- 
schalten könnten,  so  geben  wir  für  das  Wort  projektiv  die 
folgende 

1.  Definition  :  Tiicei  gerade  Grundgebilde  heifsen  pro- 
jektivj  wenn  sie  die  Endglieder  einer  Kette  von  perspektiv 
liegenden   Gebilden  sind. 

Hat  die  Kette  nur  zwei  oder  drei  Glieder,  so  sind  die 
Endglieder  in  perspektiver  Lage  ^^5 ').  Die  Perspektive 
Verwandtschaft  ist  also  ein  besonderer  Fall  der  projektiven : 

2.  Perspektiv  liegendeGrundgebilde  sind  projektiv. — 
Aus  der  Definition  folgt  ferner: 

3.  Si7id  zwei  gerade  Grundgebilde  einem  dritten  p>ro- 
jektiv^  so  sind  sie  auch  einander  p)rojektiv.  — 

Wenden  wir  den  Satz  <^)  über  die  Bewegung  perspektiv 
zugeordneter  Elemente  auf  die  aufeinanderfolgenden  Glieder 
einer  Kette  von  perspektiv  liegenden  Gebilden  an,  so  haben  wir 

4.  Durchläuft  ein  Element  ein  einförmiges  Grund- 
gebilde in  einem  bestimmten  unveränderlichen  Sinn, 
sodafs  es  nacheinander  mit  jedem  Element  des  Gebildes 
zusammenfällt,  so  durchläuft  das  homologe  Element  ein 
projektiv  zugeordnetes  Grundgebilde  in  einem  bestimmten 
unveränderlichen  Sinn,  sodafs  es  ebenfalls  nacheinander 
mit  jedem  Element  dieses  Gebildes  zusammenfällt.  — 

Wenden  wir  ebenso  den  Satz  ("^^^  über  harmonische 
Strahlen  und  für  den  Fall,  dafs  auch  Ebenenbüschel  unter 
den  Gliedern  unserer  Kette  sind,  den  Satz  (^2)  über  harmonische 
Ebenen  auf  die  aufeinanderfolgenden  Glieder  der  Kette  an, 
so  haben  wir 

5.  In  zivei  ^projektiven  Grundgebilden  sind  vier  Ele- 
menten^ die  einen  harmonischen  Wurf  bilden,  vier  Elemente 
homolog^  die  ivieder  einen  harmonischen  Wurf  bilden. 

31.  Konstruktion  zweier  projektiven  Grundg-ebilde.  3i 

In  Nr.  7  haben  wir  die  Elemente  zweier  Grundgebilde,  z.  B. 
zweier  Strahlenbüschel  aS und  S^,  emandev perspektiv  zugeordnet, 
indem  wir  die  Hülfsgerade  s  willkürlich  annahmen.  Durch 
passende  Wahl  von  s  können  war  nun  eine  Perspektive  Ver- 
wandtschaft von  der  Art  herstellen,  dafs  zwei  gegebenen 
Strahlen  a  b   von  aS   zwei   gegebene   Strahlen    a^  b^    von  S^ 


28 


I.    Der  Kegelschnitt. 


homolog  sind :  wir  brauchen  nur  als  Hülfsg-erade  «  der  Per- 
spektiven Zuordnung  die  Verbindungslinie  derjenigen  beiden 
Punkte  zu  nehmen,  in  denen  sieh  die  Strahlen  a  a^  und  die 
Strahlen  b  h^  schneiden. 

In  Nr.  29  haben  wir  die  Strahlen  zweier  Strahlenbüschel 
*S  und  aSj  einander  projektiv  zugeordnet,  indem  wir  den  Punkt 
I  und  die  Geraden  s  und  s,  willkürlich  annahmen.  Wir 
wollen  jetzt  zeigen,  dafs  wir  durch  passende  Wahl  von  I  s  s^ 
eine  projektive  Verwandtschaft  von  der  Art  herstellen  können, 
dafs  drei  gegebenen  Strahlen  ab  c  von  5  drei  gegebene 
Strahlen  a^  b^  c^  von  S^  homolog  sind. 

Aufgabe :  Zwei  Strahlen-  1  Aufgabe :  Zwei  Punktreilien 
bäschel  jirojektic  so  auf  ein-  projektiv  so  aufeinander  zu  be- 
ander  zu   beziehen,    dafs    drei      ziehen,     dafs     drei    gegebenen 


gegebenen  Strahlen  des  einen 
Büschels  drei  gegebene  des 
andern  homolog  sind. 

Allgemeine  Lösung:  Die  Zu- 
ordnung soll  so  erfolgen,  dafs 
den  Strahlen  abc  (Fig.  21)  des 
einen  Büschels  5  die  Strahlen 
a^  b^  Cj  des  andern  Büschels 
5j  homolog  sind.  —  Wir  legen 


Flg.  21. 

durch  den  Schnittpunkt  zweier 
homologen  Strahlen,  z.  B.  durch 
a  a^  =  A,  zwei  beliebige  Ge- 


Punkten  der  einen  Reihe  drei 
gegebene  der  andern  homolog 
sind. 

Allgemeine  Lösung :  Die  Zu- 
ordnung soll  so  erfolgen,  dafs 
den  Punkten  ABC  (Fig.  22) 
der  einen  Reihe  s  die  Punkte 
A^  B^  C^  der  andern  Reihe 
s^  homolog  sind.  —  Wir  wählen 


Fig.  22. 

auf  der  Verbindungslinie 
zweier  homologen  Punkte, 
z.  B.  auf  A  A^  =  a,  zwei  be- 
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raden  s  und  s^,  ziehen  die 
Verbindung'slinie  /i  der  Schnitt- 
punkte s  {b)  und  s^  (^j)  und 
die  Verbindungslinie  y  der 
Schnittpunkte  .s  (c)  und  s^  {c^ ) 
und  bestimmen  den  Schnitt- 
punkt ßy  =1.  Beziehen  wir 
dann  S  und  I  vermittelst  s, 
und  I  und  S^  vermittelst  s^ 
auf  einander  ^'^\  so  erhalten 
wir  die  verlangte  Zuordnung 
der  Strahlenbttschel  S  und  S^. 
—  Ist  z.  B.  d  ein  beliebiger 
Strahl  von  aS,  so  bestimmt  der 
Schnittpunkt  s  (il)  in  I  den 
Strahl  ö  und  der  Schnittpunkt 
Sj  {d)  in  *S^  den  gesuchten 
homologen  Strahl  d^.  — 

Besondere  Lösungen:  Unter 
den  verschiedenen  Lagen,  die 
man  den  durch  A  =  aa^ gehen- 
den Hülfsgeraden  s  und  Sj 
geben  kann,  sind  zwei  von 
besonderer  Wichtigkeit : 

1.  s  und  Sj  fallen  mit  den 
Geraden  zusammen,  die  A  mit 


liebige  Punkte  S  und  S^,  be- 
stimmen den  Schnittpunkt  B 
der  Verbindungslinien  5  (B) 
and  Sj  (5j)  und  den  Schnitt- 
punkt r  der  Verbindungslinien 
/S  {€)  und  'S^  (Cj  und  ziehen 
die  Verbindungslinie  Bf  =  a. 
Beziehen  wir  dann  s  und  g 
vermittelst  aS,  und  a  und  s^ 
vermittelst  *Sj  auf  einander  (^>, 
so  erhalten  wir  die  verlangte 
Zuordnung  der  Punktreihen  s 
und  Sj.  —  Ist  z.  B.  I)  ein  be- 
liebiger Punkt  von  s,  so  be- 
stimmt die  Verbindungslinie 
*S  (D)  in  (7  den  Punkt  A  und 
die  Verbindungslinie  S^  (A) 
in  .Sj  den  gesuchten  homologen 
Punkt  i>j.  — 

Besondere  Lösungen:  Unter 
den  verschiedenen  Lagen,  die 
man  den  auf  a  =  ÄÄ^  lie- 
genden Hülfspunkten  S  und 
Sj  geben  kann,  sind  zwei 
von   besonderer  Wichtigkeit: 

1.  S  und  5j  fallen  mit  den 
Punkten  zusammen,  in  denen 


Fig.  23. 


Fig.  24. 
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den  Schnittpunkten  der  beiden 
andern  Paare  von  homologen 
Strahlen  hh^  undcfj  verbinden 

(Fig.  23); 

2.  '<<  fällt  mit  der  \erbin- 
dungslinie  A  aS,  ==  «,  und  .s^ 
mit  der  Verbindungslinie  A  S 
=  a  zusammen  (Fig.  25). 


ö  von  den  Verbindungslinien 
der  beiden  andern  Paare  von 
homologen  Punkten  B  B^  und 
C  C^  geschnitten  wird  (Fig.  24) ; 
2.  5  fällt  mit  dem  Schnitt- 
punkt a  s^=^  A^  und  S^  mit 
dem  Schnittpunkt  a  s  =  ^  zu- 
sammen (Fig.  26). 


Fig.  25.  Fig.  26. 

A  Anmerkung.     Der  Lernende  darf  nicht  unterlassen,    die 

Zeichnungen  zu  diesen  Lösungen  selbständig  auszuführen 
und  sie  mit  den  Fig.  23 — 25  zu  vergleichen;  wir  werden 
von  den  besondern  Lösungen  öfter  Gebrauch  machen  als 
von  der  allgemeinen. 

32  32.  Fundamental  Satz.    Unser  nächstes  Ziel  ist,  zu  be- 

weisen, dafs  die  durch  die  vorhergehende  Konstruktion  ^^^^ 
hergestellte  projektive  Verwandtschaft  von  der  Wahl  der 
Hülfsgeraden  und  Hülfspunkte  unabhängig  ist,  dafs  wir  also 
immer  dieselbe  Zuordnung  in  den  Grundgebilden  erhalten, 
wie  wir  auch  Hülfsgeraden  und  Hülfspunkte  wählen  mögen. 
Um  diese  Behauptung  z.  B.  für  zwei  Punktreihen  .s  und  s^ 
zu  beweisen,  haben  wir  zunächst  zwei  projektive  Punktreihen 
zu  betrachten,  die  denselben  Träger  haben,  mit  andern 
Worten,  den  besondern  Fall  zu  behandeln,  dafs  die  beiden 
Geraden  s  und  s^  zusammenfallen.  Sind  also  A  B  C  irgend 
drei  Punkte  von  .v  und  A^  B^  C^  drei  Punkte  derselben 
Gerade  .s,  so  haben  wir  eine  projektive  Verwandtschaft  her- 
zustellen, in  der  den  Punkten  ABC  die  Punkte  A^  B^  6\ 
homolog  sind.   Wir  erreichen  dies,  indem  wir  eine  beliebige 
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Gerade  s'  zu  Hülfe  nehmen,  auf  dieser  drei  beliebige  Punkte 
A'  B'  C  wählen  und  nun  (^^)  die  Punktreihen  s  und  s'  projektiv 
so  aufeinander  beziehen,  erstens  dafs  den  Punkten  ABC  die 
Punkte  A'  B'  C  homolog*  sind,  und  dann  zweitens  so,  dafs 
den  Punkten  A^  B^  C,  die  Punkte  A'  B'  C  homolog  sind. 
Auf  diese  Weise  erhalten  wir  in  .s  zwei  projektive  ^^^-^  Punkt- 
reihen der  verlangten  Art. 

Wir  wenden  uns  jetzt  dem  besondern  Fall  zu,  dafs  es 
in  den  beiden  in  8  konstruierten  projektiven  Punktreihen 
drei  Punkte  giebt,  die  mit  ihren  homologen  zusammenfallen. 
Bezeichnen  wir  diese  der  Reihe  nach  durch  T^Xif  (Fig.  27), 
so  setzen  wir  also  voraus,  dafs  ÜT  mit  Ä^,  Z  mit  X^,  M  mit 
M^  zusammenfällt.  ^  ,.  ^  ^ 
Durchläuft   nun  X ^     ^f      ?      ^ ^^-5- 


die  erste  Punktreihe  ^     ^^         ^^      ^'  ^^ 

in  dem  unveränder-  ^'^^-  ^"^ 

liehen  Sinn  KL  AI,  so  durchläuft  (3*^*^  sein  homologer  Punkt 
X^  die  zweite  Punktreihe  in  dem  Sum  K^L^M^^  d.i.,  weil 
KLM  mit  K^L^M^  zusammenfallen,  in  demselben  Sinn 
wie  X  Bei  dieser  Bewegung  fällt  der  Punkt  X  nach  der 
Voraussetzung  dreimal  mit  seinem  homologen  zusammen. 
Wir  wollen  zeigen,  dafs  er  immer  mit  seinem  homologen 
zusammenfällt;  zunächst  aber  beweisen  wir  nur,  dafs  er  un- 
endlich oft  mit  seinem  homologen  zusammenfällt. 

Ist  nämlich  N  der  von  M  durch  K  und  L  harmonisch 
getrennte  Punkt,  so  wissen  wir^^^^'i^^,  dafs  denPunkten/iX.  M  N^ 
die  einen  harmonischen  Wurf  bilden,  vier  Punkte  homolog 
sind,  die  wieder  einen  harmonischen  Wurf  bilden.  Zeichnen 
wir  also  den  von  M^  durch  K^  und  L^  harmonisch  getrennten 
Punkt  N^^  so  ist  dieser  dem  Punkt  N  homolog.  Da  aber 
unsere  beiden  harmonischen  Würfe  KL .  i/iVund  ÄT^  L^ .  M^N^ 
in  drei  Punkten  übereinstimmen,  so  fällt  iVj  in  N^^^^^\  Ebenso 
können  wir  beweisen,  dafs  der  von  M  durch  K  und  N  har- 
monisch getrennte  Punkt  mit  seinem  homologen  zusammen- 
fällt usw.  — 

Wir  folgen  nun  dem  Punkte  X,  während  er  sich  im 
Sinn  KLM  von  A'  nach  L  bewegt.  In  K  fällt  er  noch 
mit  dem  homologen  zusammen;  würde  er  also  auf  diesem 
Wege  in  einem  folgenden  Punkte  U  nicht  mehr  mit  seinem 
homologen  zusammenfallen,  so  müfste  er  sich  beim  Über- 
schreiten eines  vor  U  liegenden  Punktes  F  (vielleicht  schon 
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gleich  in  K)  von  seinem  homologen  getrennt  haben;  bei  der 
weitern  Bewegung,  also  hinter  U,  würde  er  wieder  mit  seinem 
homologen  zAisammenfallen,  etwa  in  Q (möglicherweise  erstinL). 

Das  Ergebnis  ist:  In  den  Punkten  P  und  Q  (die  auch 
mit  K  und  L  zusammenfallen  könnten)  fällt  X  mit  seinem 
homologen  zusammen;  während  seiner  Bewegung  von  P  nach 
Q  aber  nicht.  Das  ist  jedoch  unmöglich.  Zeichnen  wir 
nämlich  den  von  M  durch  P  und  Q  harmonisch  getrennten 
Punkt  PF,  so  fällt  dieser,  wie  wir  im  ersten  Teil  unseres 
Beweises  gesehen  haben,  mit  seinem  homologen  zusammen; 
der  Punkt  X  gelangt  aber  nach  FF,  bevor  er  Q  erreicht; 
denn  die  Punktpaare  des  harmonischen  Wurfes  P  Q  .  M  W 
trennen  einander  (^-ij.  —  Der  Punkt  X  fällt  also  auf  dem 
Wege  K  Tj  stets  mit  seinem  homologen  zusammen.  — 

Um  einzusehen,  dafs  ein  beliebiger  Punkt  V  von  R '  L 
^^^  mit  seinem  homologen  zusammenfällt,  zeichnen  wir  den 
von  V  durch  K  und  X  harmonisch  getrennten  Punkt.  Da 
dieser  ein  Punkt  von  KL  ist^^^»),  so  fällt  er,  wie  wir  eben  be- 
wiesen haben,  mit  seinem  homologen  zusammen;  folglich 
auch  F(2o*). 

Lehrsatz:  Wenn  zicei  projektive  Punktreihen  drei 
Punkte  entsprechend  (gemein  haben ^  so  haben  sie  jeden 
Punkt  entsprechend  gemein. 

33.  Kennzeichen  der  Identität  zweier  projektiven 
Grundgfebilde.  Der  vorstehende  Satz  läfst  sich  auf  alle  Grund- 
gebilde übertragen.  Wenn  z.  B.  in  zwei  projektiven  Ebenen- 
büscheln, die  eine  gemeinsame  Achse  haben,  drei  Ebenen 
z  X  fi  mit  ihren  homologen  x^  X^  jli^  zusammenfallen,  so  werden 
in  einer  beliebigen  Gerade  zwei  zu  den  beiden  Ebenen- 
büscheln'^*^*«)  und  daher  zueinander '^^»^  projektive  Punktreihen 
ausgeschnitten,  die  drei  Punkte  und  folglich  jeden  Punkt  ^-^-^ 
entsprechend  gemein  haben;  die  beiden  Ebenenbüschel  haben 
daher  auch  jede  Ebene  entsprechend  gemein. 

1.  Wenn  zwei  projektive  Grundgebilde  drei  Elemente 
entsprechend  gemein  haben^  so  haben  sie  jedes  Element 
entsprechend  gemein. 

Aus  diesem  Satz  ergiebt  sich,  dafs  die  Konstruktion^^^), 
durch  welche  wdr  zwei  Grundgebilde  .•«  und  -s,  projektiv  so 
auf  einander  bezogen,  dafs  den  Elementen  A  B  C  die  Ele- 
mente A^  B^  Cj  homolog  wurden,    trotz   der  Willkür  in  der 
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Wahl  der  benutzten  Hülfsgeraden  und  Hülfspunkte  eine  ein- 
deutige ist.  Würden  wir  nämlich  die  Konstruktion  mit 
andern  Hülfsgeraden  und  Htilfspunkten  wiederholen,  so 
würden  wir  in  s^  zwei  projektive^^'^s^  Grundgebilde  erhalten, 
die  die  drei  Elemente  A^  B^  C^  und  daher  jedes  Element 
entsprechend  gemeinsam  hätten,  also  identisch  wären.   Daher: 

2.  Die  projektive  Verwandtschaft  zwischen  zwei  ein- 
förmigen Grundgebilden  ist  durch  drei  Paar  homologe 
Kle7nente  bestimmt. 

^usatz.  Das  Zeichen  für  die  projektive  Verwandtschaft  z 
ist  A  (gelesen:  projektiv  zu).  Die  Thatsache,  dafs  die 
Grundgebilde  s  und  s^  projektiv  so  aufeinander  bezogen 
sind,  dafs  den  Elementen  ABC ..DEF ...  die  Elemente 
A^  B^  C^  .  .D^E^  F^  . . .  homolog  sind,  drücken  wir  also  in 
Zeichen  aus  durch 

ABC..DEF...XA^B^C,..n^E^F^... 
oder  auch  kurz  durch  s  Ä  -^i-  — 

1.  Aus  ABCnXABCE 

folgt  (33x),  dafs  das  Element  B  mit  dem  Element  E  zu- 
sammenfällt. — 

2.  Aus  ABCBX  A  ^1  Ci  A   ^^^d 

ACBEXA^  C^B^E^ 

ergiebt  sich,  weil  wir  die  projektive  Verwandtschaft  als  be- 
stimmt (^s^)  durch  die  drei  Elementenpaare  AA^,  C  C^^  B  B^ 
ansehen  können, 

ABCBEJ{A^B^C,B^E^  oder  auch 

ABBEXA^i^  ^1- 

3.  Ist  ferner  noch 

CBEFX  C,  B,  E,  F^,  so  ist  auch 
ABCBEFäA^B^C.B^E^F^  und 
ABEF-/{A^B^E^F^  u.  s.  w. 

34.  Kennzeichen  der  Perspektiven  Lag-e  zweier  pro-  34 
jektiven  Grundg-ebilde.     In  Nr.  3O2  haben  wir  bereits  be- 
merkt, dafs  die  Perspektive  Verwandtschaft  ein  besonderer  Fall 
der  projektiven  ist;  es  handelt  sich  jetzt  darum,  ein  Kenn- 

Böger,  Ebene  Geometrie  der  Lage.  3 
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zeichen  dafür  zu  finden,  wann  zwei  projektive  Gebilde  in 
perspektiver  Lag-e  sind.  In  Nr.  8  sahen  wir,  dafs  in  zwei 
Perspektiven  Grundgebilden  das  beiden  Trägern  gemeinsame 
Element  sich  selbst  homolog-  ist.  Es  läfst  sich  nun  um- 
gekehrt zeigen: 


Wenn  zwei  projektive  Strah- 
lenbüschel die  Verbindungslinie 
ihrer  Mittelpunkte  entsprechend 
gemein  haben,  so  sind  sie  in 
perspektiver  Lage,  mit  andern 
Worten^^\  so  sind  sie  Scheine 
einer  und  derselben  Punkt- 
reihe. 


Wenn  zwei  projektive  Punkt- 
reihen den  Schnittpunkt  ihrer 
Träger  entsprechend  geinein 
haben,  so  sind  sie  in  per- 
spektiver Lage,  mit  andern 
Worten^^\  so  sind  sie  Schnitte 
eines  und  desselben  Strahlen- 
büschels. 


Beweis:    (Von  jetzt   an   beschränken   wir   uns   auf  die 
Anführung    der    dualen  (')    Sätze    und    überlassen    es    dem 
Lernenden,  die  Begründung  dieser  dualen  Sätze  selbst  abzu- 
leiten.)    Die  Verbindungs- 
S  linie(j(Fig.28)der  Punkte  A 

und  B,  in  denen  zwei  be- 
liebige Strahlen  a  und  b 
des  ersten  Büschels  5  von 
den  homologen  Strahlen 
«^  und  6,  des  zweiten 
Büschels     S^    geschnitten 

aZ—  a/  ö:  \m__\b__  \r__-  w6^^^^^'  ™^^^  ^^^^  ^^^ 
^  _  N.^^^  ^^^  beiden  Büscheln  ge- 
meinsamen Strahle  5  aS^ 
=  m  (m  J  in  M  geschnitten 
werden.  Bezeichnen  wir 
ferner  die  Punkte,  in  denen 


Punkte 
TA,.. 


Fig.  28. 

in  denen  o  von  c^  d^ . 
so  ist 


G  von   G d 


geschnitten 


wird,    durch    FA...;    die 
,  geschnitten   wird,    durch 


m^  Cj  d^ 


•A 


AB  MF,  A^ 


ABM  rä.../\abmcd.../\a^^  b^ 

Folglich  fallen  T  und  T^,  A  und  A^ . . .  zusammenlas zD. 
Die  beiden  Strahlenbüschel  S  und  S^  sind  also  Scheine  der 
Punktreihe  a. 
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In  Zeichen:  Aus 

folgt,  dafs  die  Schnittpunkte 
aa^^  b  b^,  c  c^  . . .  in  einer 
Gerade  liegen. 


In  Zeichen:  Aus 

ABC..M...J{A^B^C^..M... 

folgt,  dafs  die  Verbindungs- 
linien AA^,  BB^,  CC^... 
durch  einen  Punkt  gehen. 


35.  Einsehalten  von  Perspektiven  Gliedern  zwischen  35 
die  projektiven  Endg-lieder  einer  Kette. 


1.  Lehrsatz:  Zwei  pro- 
jektive Punktreihen ,  deren 
Träger  nicht  zusammenfallen^ 
lassen  sich  durch  Einschalten 
einer  Punktreihe,  deren  Träger 
eine  beliebige  Gerade  ist,  in 
Perspektive  Lage  bringen. 


1.  Lehrsatz :  Zwei  projek- 
tive Strahlenbüschel ,  deren 
Mittelpunkte  nicht  zusammen- 
fallen, lassen  sich  durch  Ein- 
schalten emes  Strahlenbüschels, 
dessen  Mittelpunkt  ein  be- 
liebiger Punkt  ist,  in  Per- 
spektive Lage  bringen. 

Beweis :  s  und  s^  (Fig.  29)  seien  die  Träger  der  beiden 
gegebenen  projektiven  Punktreihen  und  0  eine  beliebige 
Gerade,  die  s  in  ^  und  s^  in  C^  schneidet.  Den  Punkten 
B  und  C^  seien  die  Punkte  B^  und  C 
homolog,  aufserdem  sei  A  A^  ein  be- 
liebiges drittes  Paar  homologer  Punkte. 
Wird  dann  A  A^  von  (7,  B  B^  und  C  C^ 
in  A,  S^  und  aS  geschnitten,  so  sind  1.  die 
durch  AB  C~/{kBC^  in  s  und  o  he- 
stimmten^^^^)  projektiven  Punktreihen,  weil 
B  =  sG  ein  sich  selbst  homologer  Punkt 
ist,  Schnitte  des  Strahlenbüschels  ä^^*)  und 
2.  die  durch  AB  C^^A^  B^  C^  in  g  und 
Sj  bestimmten  projektiven  Punktreihen, 
weil  6\  =  o  s^  ein  sich  selbst  homologer 
Punkt  ist.  Schnitte  des  Strahlenbüschels 
S^.  Durch  die  in  0  konstruierte  Punktreihe  ist  also  in  der 
That  die  Kette  zwischen  s  und  s^  geschlossen.  — 

Fallen  die  Träger  s  und  s^  zusammen,  so  hat  man 
zuerst  eine  Gerade  s'  (vgl.  32)  einzuschalten,  auf  der  man 
drei  Punkte  Ä  B'  C  so  wählt,  dafs  sie  perspektiv  zvl  ABC 
liegen ;  die  Punktreihe  A'  B'  C  bezieht  man  dann  vermittelst 
einer  beliebigen  Gerade  a^  projektiv  auf  «^(^i) 
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2.  Lehrsatz:  Zwei  projek- 
tive Punktreihen,  deren  Träger 
zusammenfallen,  lassen  sich 
durch  Einschalten  zweier 
Punktreihen ,  deren  Träger 
beliebige  Geraden  sind,  in 
Perspektive  Lage  bringen. 


2.  Lehrsatz:  Zwei  projek- 
tive Strahlenbüschel,  deren 
Mittelpunkte  zusammenfallen, 
lassen  sich  durch  Einschalten 
zweier.  Strahlenbüschel,  deren 
Mittelpunkte  beliebige  Punkte 
sind,  in  Perspektive  Lage 
bringen. 

86  36.  Andere  Methode  des  Einschaltens.  Für  die  in 
Nr.  35  gelöste  Aufgabe:  Zwei  projektive  Grundgebilde  als 
Endglieder  einer  Kette  von  Perspektiven  Gebilden  darzu- 
stellen, geben  wir  noch  weitere  Konstruktionen:  zunächst 
für  den  Fall,  dafs  die  beiden  Träger  s  und  s^  nicht  zu- 
sammenfallen und  dann  in  Nr.  37  und  38  für  zwei  zu- 
sammenfallende Träger.  Trotzdem  diese  Konstruktionen  als 
besondere  Fälle  in  der  allgemeinen  Konstruktion  von  Nr.  35 
enthalten  sind,  ist  es  nötig,  sie  eingehend  zu  behandeln,  da 
sie  uns  zu  wichtigen  Lehrsätzen  führen.   — 

Wir  projizieren  die  Punktreihe  s^  (Fig.  30)  aus  einem 
Punkte  A,  der  in  dem  Träger  s  liegt,  im  übrigen  aber  be- 
liebig  ist;    dann   die   Punktreihe  s   aus    dem  A   homologen 


r?- 


Fig.  30. 


Punkte  A^  von  Sj.  Diese  beiden  projektiven  Strahlenbüschel 
A  {A^  B^C^.. .)  und  A^{ABC ...)  sind,  weil  sie  den  Strahl 
A  A^  entsprechend  gemein  haben,  Scheine^^^)  einer  und  der- 
selben Punktreihe  o. 
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Wir  richten  unser  Augenmerk  auf  die  Punkte  P  und 
Q^,  in  denen  s  und  s^  von  0  geschnitten  werden.  Die 
Strahlen  A  P  und  A^  P  sind,  weil  sie  durch  denselben 
Punkt  von  g  gehen,  homolog;  der  Strahl  A  P  mufs  also 
den  dem  Punkte  P  homologen  Punkt  projizieren,  d.  h.  der 
Schnittpunkt  P^  =  s  s-^  ist  dem  Schnittpunkt  Pr^  so  homolog. 
Der  Schnittpunkt  s  s^  ist  gleichzeitig  ein  Punkt  von  s ;  be- 
zeichnen wir  ihn  als  solchen  durch  Q,  so  ergiebt  sich  in 
derselben  Weise ,  dafs  Q  dem  Schnittpunkte  Q^=z  g  s^ 
homolog  ist. 

Das  Ergebnis  ist,  dafs  die  Hülfsgerade  o  die  Ver- 
bindungslinie derjenigen  beiden  Punkte  P  und  Q^  ist,  die 
dem  Schnittpunkte  P^  (Q)  in  den  beiden  Punktreihen  von 
s  und  s^  homolog  sind,  da/s  o  also  unabhängig  von  der  Wahl 
des  beliebig  in  s  angenommenen  Punktes  A  ist.  Mit  andern 
Worten ;  Wir  erhalten  immer  dieselbe  Gerade  o,  ob  wir  von 
dem  Punkte  A  oder  irgend  einem  andern  Punkte  D  aus- 
gehen ;  auf  der  Gerade  o  schneiden  sich  daher  nicht  nur 
A  B^  und  A^  B^  A  C,  und  A^  C  u.  s.  w.,  sondern  auch 
irgend  zwei  beliebige  Strahlen  B  E^  und  D^  E. 

Nennen  wir  die  Gerade  P  Q^^  die  die  dem  Schnittpunkte 
homologen  Punkte  verbindet,  die  Achse  der  projektiven  Ver- 
wandtschaft der  Punktreihen  s  und  s^  oder  kurz  die  Pro- 
jektionsachsey  so  haben  wir  den 


Lehrsatz :  Die  Gerade,  w^el- 
che  einen  beliebigen  Punkt  I) 
der  Punktreihe  s  mit  einem 
beliebigen  Punkte  -E'i  der  pro- 
jektiven Punktreihe  si  ver- 
bindet, schneidet  die  Gerade, 
die  die  homologen  Punkte 
Dl  und  £' verbindet,  in  einem 
Punkte  der  Projektionsachse. 


Lehrsatz :  Der  Punkt,  in 
dem  ein  beliebiger  Strahl  d 
des  Strahlenbüschels  S  von 
einem  beliebigen  Strahl  ei 
des  projektiven  Strahlen- 
büschels Si  geschnitten  wird, 
liegt  mit  dem  Punkte,  in  dem 
die  homologen  Strahlen  di 
und  e  sich  schneiden,  in 
einem  Strahle  des  Projektions- 
zentrums. 

Zusatz.   Der  Satz  läfst  sich  vom  Begriff  der  projektiven  z 
Verwandtschaft  loslösen,  indem  wir  ihn  auf  drei  Punktpaare 
A  ^1,  B  Pi,  C  Gl  beschränken.     Von  diesen  sechs  Punkten 
müssen   A  B  C  in    einer    Gerade  s    und   Ai  Bi  C^   in  einer 
zweiten  Gerade  s^  liegen;   im  übrigen  können  sie  ganz  be- 
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liebig  sein.  Unser  Satz  sagt  dann  aus,  dafs  die  Ver- 
bindungslinien ABl  und  A^B]  B  C^  und  ByC;  C A^ 
und  Ci  A  sich  in  drei  Punkten  einer  Gerade  schneiden. 

Nehmen  wir  die  sechs  Punkte  als  Ecken  eines  ein- 
fachen (^^a)  Sechsecks  AB,CA,BC,,  so  sind  die  Ver- 
bindungslinien die  Seiten  dieses  Sechs- 
ecks. Bequemer  wird  die  Übersicht, 
wenn  wir  (Fig.  31)  die  Ecken  dieses 
Sechsecks  der  Reihe  nach  mit  12  3 
4  5  6  bezeichnen  und  folgende  Namen 
einführen. 

Die  Ecken  1  und  4,  2  und  5, 
3  und  6  heifsen  Gegenecken  und  die 
Seiten  12  und  45,  23  und  56,  34  und  61,  die  sich  am 
bequemsten  aus  dem  Schema 


12  3456 


ergeben,  heifsen  Gegenseiten.  Ferner  wollen  wir  die  Ver- 
bindungslinie zweier  Gegenecken  eine  Diagonallinie  und  den 
Schnittpunkt  zweier  Gegenseiten  einen  Diagonalpunkt  nennen, 
so  dafs  sind 

Diagonallinien:   14;  25;  36; 
Diagonalpunkte:  (23)  .  (56);  (34)  .  (61);  (12)  .  (45). 

Wir   können  demnach   unserm  Satz  die  folgende  Form 
geben : 

Erster  Sechsseitssatz.  Gehen 
drei  Seiten  eines  einfachen 
Sechsseits  durch  einen  Punkt 
und  die  Gegenseiten  dieser 
drei  Seiten  durch  einen  zweiten 
Punkt,  so  gehen  die  drei  Dia- 
gonallinien durch  einen  dritten 
Punkt. 


Erster  Sechseckssatz.  Liegen 


drei  Ecken  eines  einfachen 
Sechsecks  in  einer  Gerade 
und  die  Gegenecken  dieser 
drei  Ecken  in  einer  zweiten 
Gerade,  so  liegen  die  drei 
Diagonalpunkte  in  einer 
dritten  Gerade. 


37.  Das  zweite  Ordnungselement  einer  Projektivität. 

Um  zwei  projektive  Punktreihen,  deren  Träger  s  und  s^  zu- 
sammenfallen, in  Perspektive  Lage  zu  bringen,  haben  wir  im 
allgemeinen  (3^*)  zwei  Hülfsgeraden  s'  und  o^  nötig;  in  dem 
besondern  Falle  aber,  dafs  es  in  dem  gemeinsamen  Träger  s  {s^) 
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einen   Punkt  K  giebt,    der   mit   seinem  homologen  K^    zu- 
sammenfällt, genügt  eine  Gerade  «': 

Wir  legen  durch  den  Punkt  K  (Fig.  32),  der  nach 
unserer  Annahme  mit  seinem  homologen  K^  zusammenfällt, 
eine  beliebige  Gerade  s'  und  wählen  auf  dieser  zwei  be- 
liebige Punkte  B'  und  O. 
Sind  nun  B  B^  und  CC^ 
irgend  zwei  Paare  homo- 
loger Punkte  des  gemein- 
samen Trägers  s  (s^),  so 
ziehen  wir  die  Verbin- 
dungslinien 5^' und  CC, 
B^  B'  und  6;  C;  den 
Schnittpunkt  der  beiden 
ersten  Verbindungslinien  bezeichnen  wir  durch  -S,  den 
Schnittpunkt  des  zweiten  Paares  durch  S^.  Es  sind  dann 
1.  die  durch  KBCJ^KB'  O  'm  s  und  s'  bestimmten  (^s.) 
projektiven  Punktreihen  Schnitte  des  Strahlenbüschels  S^^^^ 
und  2.  die  durch  KB'  C~/^KB^C^  in  s'  und  s^  be- 
stimmten projektiven  Punktreihen  Schnitte  des  Strahlen- 
büschels /Sj.  Durch  die  in  s'  konstruierte  Punktreihe  ist 
also  in  der  That  die  Kette  zwischen  s  und  s^  ge- 
schlossen. — 

Zu  einem  beliebigen  Punkte  D  der  ersten  Punktreihe 
von  s  erhalten  wir  den  homologen  D^  der  zweiten,  indem 
wir  D  aus  S  auf  s'  und  den  gefundenen  Punkt  D'  aus  S^ 
wieder  auf  s  projizieren. 

Wenden  wir  diese  Konstruktion  auf  den  Punkt  L  an, 
in  dem  der  Träger  s  von  der  Verbindungslinie  S  S^  ge- 
schnitten wird,  so  erkennen  wdr,  dafs  der  homologe  Punkt 
Xj  mit  L  zusammenfällt.  Es  fällt  also  nicht  blofs  der 
Punkt  K  mit  seinem  homologen  zusammen,  sondern  auch 
noch  ein  zweiter  Punkt  L.  (Ein  dritter  Punkt  kann  nicht 
mit  seinem  homologen  zusammenfallen^^^^,  weil  nach  unserer 
Annahme  B  nicht  mit  B^  zusammenfällt.) 

Das  Ergebnis  kleiden  wir  in  Worte  mit  Hülfe  der 
folgenden  beiden  Definitionen : 

1.  Der  Inbegriif  zweier  projektiven  geraden  Grund- 
gebilde, die  einen  gemeinsamen  Träger  haben,  heifst 
eine  gerade  Projektivität 


40  I-   Der  Kegelschnitt. 

2.  Ein  Element  einer  Projektivität,  das  mit  seinem 
homologen  zusammenfallt,  heifst  ein  Ordnungselement.  — 

Da  sieh  der  Satz,  den  wir  für  zwei  Piinktreihen  be- 
wiesen haben,  auf  die  übrigen  Grundgebilde  übertragen 
läfst^^^^,  so  haben  wir: 

3.  Hat  eine  gerade  Projektivität  ein  Ordnungselement^ 
so  hat  sie  auch  noch  ein  ziveites. 

A  Anmerkung.       Die     eben     gelehrte     Herstellung     der 

projektiven  Verwandtschaft  zwischen  den  beiden  in  s  {s^} 
liegenden  Punktreihen  können  wir,  indem  wir  die  Projektions- 
centren in  eckigen  Klammern  hinzufügen,  in  Zeichen  kurz 
so  beschreiben : 

KB  C  [S]  K  KB'  C  [5J  T.KB^  C,. 

38  38.  Elemente,  die  sich  zweifach  entsprechen.  Fallen 
die  Träger  s  und  s^  zweier  projektiven  Punktreihen  zusammen, 
so  haben  wir  jeden  Punkt  des  gemeinsamen  Trägers  s  {s^) 
als  einen  zweifachen  aufzufassen,  da  wir  ihn  entweder  zur 
ersten  oder  zur  zweiten  Punktreihe  rechnen  können.  Dem- 
entsprechend wollen  wir  jeden  Punkt  des  Trägers  s  [s^) 
durch  zwei  Buchstaben  bezeichnen,  z.  B.  durch  I)  {E^)-^  wir 
können  dann  schon  durch  die  Bezeichnung  D  oder  E^  an- 
deuten, ob  wir  den  Punkt  als  Element  der  ersten  oder  als 
Element  der  zweiten  Punktreihe  ansehen  wollen. 

Entspricht  nun  dem  Punkte  A  der  ersten  Punktreihe 
der  Punkt  A^  der  zweiten,  so  wird  dem  Punkte  .4^,  wenn 
wir  ihn  zur  ersten  Punktreihe  rechnen  und  dementsprechend 
mit  B  bezeichnen,  ein  Punkt  B^  homolog  sein,  der  im  all- 
gemeinen nicht  mit  A  zusammenfällt.  Fällt  aber  der  Punkt 
B^  in  den  Punkt  -1,  so  wollen  wir  sagen: 

Der  Punkt  A  (B^)  entspricht  dem  Punkte  ^^  (B) 
zweifach. 

Wir  gehen  jetzt  zum  zweiten  besondern  Fall  der  Auf- 
gabe über:  Die  Punkte  zweier  zusammenfallenden  Träger  s 
und  5j  projektiv  so  aufeinander  zu  beziehen,  dafs  den  Punkten 
ABCdie  Punkte  A^  B^  C^  homolog  werden,  und  zwar  wollen 
wir  die  Punkte  A  B  C  und  A^  B^  C^  nicht  beliebig  annehmen, 
sondern  von  ihnen  voraussetzen,  dafs  A  und  B^,  A^  und  B 
zusammenfallen,  mit  andern  Worten,  dafs  der  Punkt  A  {BJ 
dem  Punkt  A^  {B)  zweifach  entspricht. 
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Lösung:  Wir  legen  durch  C^  (Fig.  33)  die  beliebige  Ge- 
rade G  und  durch  C  die  beliebige  Gerade  g^,  welche  a  in  r 
schneiden  ^  möge.  Durch  Ä^  (B)  legen  wir  eine  beliebige 
Gerade,  die  (t  in  B  und  a,  in  A^  schneidet.  Damit  haben 
wir  ein  Dreiseit  mit  den  Seiten  s  (s^)  g  g-^  und  den  Ecken 
rCCj  gezeichnet;  diesem  Dreiseit  ist  das  Dreieck  A{B^) 
B  Aj   eingeschrieben. 

Wir  wollen  nun 

die  Träger  s  und  g  vermittelst  des  Strahlenbüschels  A^, 

die  Träger  g  und  g^  vermittelst  des  Strahlenbüschels  A  {B^)^ 

die  Träger  g^  und  s^  vermittelst  des  Strahlenbtischels  B 

perspektiv  aufeinander  beziehen,  was  wir  in  Zeichen  (^^  ^)  so 
andeuten: 

s  [\]ao[A{B,)]^g,  [B]ÄV 


P 


Fig.  33. 


Bezeichnen  wir  noch  den  Punkt,  in  dem  g  von  A  {B^)  A^ 
geschnitten  wird,  durch  A  und  den  Punkt,  in  dem  g^  von 
A  [B^)  B  geschnitten  wird,  durch  B^,  so  können  wir  die  vor- 
stehende Kette  auch  so  schreiben: 

A  i?  C[AJ  A  A  B  r  [^  (B,)]  A  A.  B,  r  [B]  a  A,  B,  C,. 

Zu  einem  beliebigen  Punkte  JD  von  s  erhalten  wir  nun 
den  homologen  D^  von  s^  durch  die  folgende  Konstruktion: 
Wir   projizieren  I)  aus  A^  auf  (7,    den    erhaltenen  Punkt]  A 
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aus  A(B^)  auf  (Tj,  den  erhaltenen  Punkt  A^  aus  B  auf  s^ ; 
in  Zeichen: 

.1  i?  Ci>  A  A  B  r  A  Ä  A,  B,  r  A,  Ä  ^1  A  <^i  A-  — 
Die  eben  angegebene  Konstruktion  führt  uns  zu  einem 
wichtigen  Lehrsatz,  wenn  wir  jetzt  wieder  zum  Punkte  Z)^, 
indem  wir  ihn  zur  ersten  Punktreihe  s  rechnen  und  dem- 
entsprechend mit  E  bezeichnen,  den  homologen  E^  suchen: 
Wir  projizieren  also  E  aus  A^  auf  o,  den  erhaltenen  Punkt 
E  aus  A  (B^)  auf  a^,  den  erhaltenen  Punkt  E^  aus  B  auf 
s^,  sodafs  wir  haben: 
BAC,E\A,\  Ä  B  A  C,  E  [^  {B^)\  ^  B,  A,  CE,  [B\^ABCE,. 

Da  das  erste  Glied  B  A  C^  E  dieser  Kette  mit  dem 
letzten  Gliede  A^  B^  C^  I)^  der  vorhergehenden  Kette  identisch 
ist,  so  haben  wir^^Ox)  A  B  C D~/{A  B  C E^-,  folglich  (^^zi) 
fällt  E^  in  i>,  mit  andern  Worten,  der  Punkt  D  {E^)  ent- 
spricht dem  Punkt  D^  (E)  zweifach.  Da  B  {E^)  ein  be- 
liebiger Punkt  ist,  so  können  wir  das  Ergebnis  mit  Hülfe 
des  Begriffes  der  Projektivität  ^^'i)  so  aussprechen: 

Wenn    in   einer   geraden   Projektivität    ein   Element 

seinem    homologen  zweifach  entsj)richt^  so  entS2:)richt  jedes 

Element  seinem  homologen  zweifach. 

In  Zeichen:   Aus 

AA^C..F...XA^AC^..F^... 
folgt 

AA^CC^..FF^...y{A^AC^C..F^F... 

In  der  Zeichensprache  können  wir  auf  die  doppelte 
Bezeichnung  eines  und  desselben  Elementes  einer  Projek- 
tivität verzichten,  da  aus  der  Stellung  des  Elementes  (vor 
oder  hinter  7\)  zu  erkennen  ist,  ob  es  zum  ersten  oder 
zweiten  Grundgebilde  zu  rechnen  ist. 

z  Zusatz.  Auch  ^^^  ^^  diesen  Satz  können  wir  von  dem  Be- 

griff der  Projektivität  loslösen,  indem  wir  beachten,  dafs 
nach  unserer  Konstruktion  s  a  o^  ein  beliebiges  Dreiseit  und 
.1  B  A^  ein  beliebiges  diesem  Dreiseit  eingeschriebenes 
Dreieck  ist  und  dafs  wir,  von  dem  beliebigen  Punkte  I) 
ausgehend,  nacheinander  konstruiert  haben  AAjE'EE^. 
Fassen  wir  wieder  diese  sechs  Punkte  als  die  Ecken  eines 
einfachen  (^^  ^>   Sechsecks  auf  und  bezeichnen  sie  der  Reihe 


§  3.   Projektive  Verwandtschaft  gerader  Grundgebilde.    Nr.  39.  43 


nach  durch  12  3  4  5  6,  so  erkennen  wir  (Fig.  34),  dafs  von 
diesem  Sechseck  s  gg^  die  Diagonallinien  ^^^  ^)  und  ^  B  Aj 
die  Diagonalpunkte  sind. 


Fig.  34. 

Nennen  wir  noch  z.  B.  die  Diagonallinie  14  und  den 
Diagonalpunkt  (23) .  (56)  einander  zugeordnet,  so  können  wir 
unsern  Satz  auch  so  aussprechen: 


Zweiter  Sechseckssatz.  Wenn 
zwei  Diagonalpunkte  eines 
einfachen  Sechsecks  in  den 
zugeordneten  Diagonallinien 
liegen,  so  liegt  auch  der 
dritte  Diagonalpunkt  in  der 
zugeordneten  Diagonallinie. 


Zweiter  Sechsseitssatz.  Wenn 
zwei  Diagonallinien  eines  ein- 
fachen Sechsseits  durch  die 
zugeordneten  Diagonalpunkte 
gehen,  so  geht  auch  die  dritte 
Diagonallinie  durch  den  zu- 
geordneten Diagonalpunkt. 


39.  Projektive  Permutationen.  Es  ist  häufig  bequem, 
nicht  blofs,  wie  bisher,  von  Perspektiven  und  projektiven 
Grundgebilden  zu  sprechen,  sondern  auch  von  Perspektiven 
und  projektiven  Elementen.  Z.  B.  der  Satz:  Die  Punkte 
AB  CD  E  sind  den  Punkten  A^  B^  C^  D^  E^  projektiv,  soll 
aussagen:  1.  ABCDE  liegen  in  einer  Gerade  s  und 
A^B^C^D^Ei  in  einer  zweiten  Gerade  «i;  2.  in  der  etwa 
durch  B  C D^B^  C^  Di  bestimmten  ^3^2)  projektiven  Ver- 
wandtschaft der  Punktreihen  s  und  Si  ist  dem  Punkt  A  der 
Punkt  Ai  und  dem  Punkt  E  der  Punkt  E^  homolog.  — 
Da  sich  zwei  Punktreihen  immer  projektiv  so  aufeinander 
beziehen  lassen,  dafs  drei  Punkten  der  einen  drei  Punkte 
der  andern  entsprechen,  so  mufs  eine  Gruppe  mindestens 
vier  Elemente  enthalten,  wenn  die  Aussage,  dafs  die  Gruppe 
einer  andern  projektiv  ist,  einen  Inhalt  haben  soll.  — 
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Lehrsatz:    Leitet   man    aus    einer  Grwppe   von  vier 

Elementen   eine  Permutation  ab,    indem  7nan  irgend  zwei 

Elemente    und   gleichzeitig    die    beiden    übrigen  vertauscht^ 

so    ist    die   Elementengruppe   ihrer  Permutation  projektiv. 

In  Zeichen:    A  B  C  D-^BADCj:^C  D  AB^D  CB  A. 

Beweis:  Handelt  es  sich  um  eine  Pimktgruppe,  so  läfst 

sich  z.B.  die  Richtigkeit  der  Behauptung  ABCI)~/\BADC 

in  folgender  Weise  zeigen:  Wir  projizieren  die  vier  Punkte 

AB  CD  (Fig.  35)  aus  einem  be- 
liebigen Punkte  Ai  auf  eine  be- 
liebige durch  D  gehende  Gerade, 
sodafs  A  B  C  B^^  STD  ist.  Be- 
zeichnen wir  noch  den  Punkt,  in 
dem  die  Verbindungslinie  A  B  den 
Projektionsstrahl  Ai  C  schneidet, 
Fig.  35.  durch  Bi,  so  haben  wir 

AB  CD  [A  J  ^kBV  D[A]%k,B,V  C[^]^BADC. 
Zusatz.     Aus  AB  C D^AiB^  C^D^  folgt  demnach 
ABCDä^iAD^CäC  Dy  A,  5i  Ä  A  C,  B,  Au 
Anmerkung.     Dieser  Satz  ist  mit  dem  vorhergehenden 
(3^)  identisch.    Wir  haben  ihn  zweimal  abgeleitet  und  zweimal 
in  Worte  gekleidet,  um  je  nach  den  Schlüssen,  die  wir  aus 
ihm  zu  ziehen  haben,  bald  die  eine  bald   die  andere  Form 
anwenden  zu  können. 

40.  Projektive  Verwandtschaft  harmonischer  Würfe. 
Haben  zwei  harmonische  Punktwürfe  AB .  CD  und 
A^B]^ .  Ci  D  den  Punkt  D  gemeinsam,  so  wird  die  Ver- 
bindungslinie C  Ci  von  A  Ai  und  B  B^  in  einem  und  dem- 
selben Punkte  geschnitten.  Ist  nämlich  S  der  Schnittpunkt 
von  C  Ci  und  A  A^ ,  so  mufs  der  Strahl  S  B  durch  den 
von  Ai  durch  C^  und  D  harmonisch  getrennten  Punkt 
gehen  ^^^^^;  das  ist  aber  B^  ("^o«). 

In  derselben  Weise  ergiebt  sich ,  dafs  C  Ci  auch  von 
den  Verbindungslinien  AB^  und  A^B  m  einem  und  dem- 
selben Punkte  geschnitten  wird.     Daher: 

1.  Zwei  harmonische  Würfe,  die  ein  Element  ge- 
meinsam haben,  sind  perspektiv  auf  einander  bezöge?!,  wenn 
man  das  gemeinsame  Element  sich  selbst^  und  die  diesem 
zugeordneten  Elemente  einander,  zuweist.  Die  weitere  Zu- 
ordnung ist  beliebig. 


In  Zeichen:  Sind  ah  .cd 
undttj  }\  .Cj  cZzwei  harmonische 
Strahlenwürfe,  so  liegen  in 
einer  Gerade 

1.  c  Cj;  a  a^i  h  h^   und 

2.  G  c'jj   a  6^;  a^  h.  — 
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In  Zeichen:  ^m^AB.CD\ 
und  A^  B^.  C^D  zwei  har- 
monische Punktwürfe ,  so 
gehen  durch  einen  Punkt 

1.  CC,',  AA^;  BB,  und 

2.  CC,;  AB^',  A^B.— 

Aus  dem  vorstehenden  Lehrsatz  folgt,  dafs  wir  zwei 
beliebige  harmonische  Punktwürfe  immer  als  die  Endglieder 
einer  Perspektiven  Kette  ansehen  können.  Verbinden  wir 
nämlich  einen  beliebigen  Punkt  des  einen  Wurfs  mit  einem 
beliebigen  des  andern,  z.  B.  A  mit  I>i,  nehmen  auf  dieser 
Verbindungslinie  einen  Punkt  B  willkürlich  an  und  zeichnen 
den  von  D^  durch  A  und  B  harmonisch  getrennten  Punkt  f, 
so  haben  wir  nach  dem  eben  bewiesenen  Satze  z.  B. 

ABCD^AEI)^V^B,A,D,C,. 

Im  ganzen  erhält  man  acht  verschiedene  Arten  der  Zu- 
ordnung. Dabei  ist  zu  beachten,  dafs  zwei  Elementen,  die 
ein  Paar  bilden,  immer  zwei  Elemente  zugewiesen  werden 
müssen,  die  wieder  ein  Paar  bilden. 

2.  Zwei  harmonische  Würfe  sind  projektiv  auf- 
einander bezogen,  wenn  man  einem  beliebigen  Element 
des  einen  Wurfes  ein  beliebiges  Element  des  andern, 
und  gleichzeitig  die  diesen  zugeordneten  Elemente 
einander,  zuweist.     Die  weitere  Zuordnung  ist  beliebig. 

In   Zeichen:    Sind   AB  .CD   und   A,B,,C,D, 
zwei  harmonische  Würfe,  so  ist 
ABCD/{AB,C,I),XB,A,C,I),J^B,A,JD,C,  usw. 
Der  vorstehende  Satz  läfst  sich  umkehren: 

3.  Ist  eine  Gruppe  von  vier  Elementen  einer  Per- 
mutation projektiv^  die  durch  Vertauschung  nur  zweier 
Elemente  aus  ihr  abgeleitet  ist,  so  bilden  die  beiden  ver- 
tauschten und  die  beiden  nicht  vertauschten  Elemente  zivei 
Paare  eines  harmonischen  Wurfes. 

In  Zeichen:  Aus  ABCD^BACB  folgt,    dafs 

A  B  .C  D  ein  harmonischer  Wurf  ist. 

Beweis:  Projiziert  man  AB  CD  aus  einem  beliebigen 

Punkt  A  auf  eine  durch  D  gelegte  Gerade,  sodafs  ABCD~/\ 

^BRD  ist,  so  folgt (3ös)  aus  der  Voraussetzung  A  B  C D'/\ 
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B  A  CD,  da^B  AB  RTJaBACD  ist.  Folglich  (s*)  gehen 
ABj  B  Ä,  RC  durch  einen  Punkt  V.  Das  Viereck  AABT 
zeigt  (20i)j   dafs  A  B  .C  D  ein  harmonischer  Wurf  ist. 

41  41*.  Doppelverhältnis.     In  der  Geometrie  des  Mafses 

unterscheidet  man  zwei  Strecken  durch  ihre  Gröfse  und,  wenn 
sie  in  einer  und  derselben  Gerade  oder  in  parallelen  Ge- 
raden liegen,  auch  durch  ihre  Richtung.  Den  Richtungssinn 
unterscheidet  man  durch  das  positive  und  negative  Vor- 
zeichen, sodafs  AB=^  —  BA  oder  AB-^B  A  =  0  ist. 
Sind  ABX  drei  Punkte  einer  Gerade,  so  ist,  wie  auch 
ihre  Lage  sein  mag,  AX-^XB  =  AB  oder  AX-\-XB 
-\-  B  A:=  0,  vorausgesetzt,  dafs  man  Strecken  von  entgegen- 
gesetzter Richtung  als  positive  und  negative  Gröfsen  im 
algebraischen  Sinn  auffafst. 

Liegt  X  auf  A  B,  so  haben  X  A  und  X  B  entgegen- 
gesetzte Vorzeichen ;  liegt  X  diwi xV B^^\  so  haben  X.l  und 
X  B  gleiche  Vorzeichen.  Im  ersten  Fall  ist  daher  das  Ver- 
hältnis X  A:  X  B,  welches  das  einfache  Verhältnis  der  drei 
Punkte  ABX  genannt  und  kurz  durch  (ABX)  bezeichnet 
wird,  negativ;  im  zweiten  positiv. 

Ist  Y  ein  zweiter  Punkt  von  AB,  so  läfst  sich  auch 
Y  als  Teilpunkt  der  Strecke  -1 B  ansehen ;  die  Teilstrecken 
sind  YA  und  YB  und  das  Teilungsverhältnis  YA:YB 
oder  [A  B  Y).     Aus   den  beiden  Verhältnissen  (A  B  X)  und 

-\T      A  "VT"     A 

{A  B  Y)  läfst  sich  ein  neues  Verhältnis     ^  ^  :    y  „    bilden, 

welches  das  Doppelverhältnis  des  Wurfes  AB .  X  Y  heifst 
und  kurz  durch  {A  B  X  Y)  bezeichnet  wird.  — 

1.  Aufgabe:    Eine  Strecke   nach   einem   gegebenen 
Verhältnis  zu  teilen. 

Lösung:  Ist  das  Verhältnis  durch  die  beiden  Strecken 
p  und  q  gegeben,  so  mufs  noch  angegeben  werden,  ob  das 
Verhältnis  positiv  oder  negativ  sein  soll. 

I.    I  —  —  j :    Wir  ziehen  von  den  Endpunkten  A  und 

B  der  gegebenen  Strecke  (Fig.  36)  zwei  parallele  und 
entgegengesetzt  gerichtete  Strecken:  AF=2^  imd  B Q=  q; 
die  Verbindungslinie  P  Q  schneidet  ^  j5  in  dem  gesuchten 
Punkte  X. 
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IL    {-{-—)•    Wir  ziehen  von  A  und  B  zwei  parallele 

nnd   gleich  gerichtete  Strecken:    AP  =  p    und    BQ^=zq'^ 
die  Verbindungslinie  PQ^  schneidet 
^  ^  in  dem  gesuchten  Punkte  Y.  — 
Das  Doppelverhältnis  der  vier 
Punkte  ABXY  i^i 


(-fX+f) 


1. 


Weil  B  die  Mitte  von  Q  Q^  ist, 
so  sind,  wenn  wir  den  unendlich 
fernen  Punkt  von  Q  Q^  durch  U 
bezeichnen,  QQ^.BU  vier  harmonische  Punkte (2 '0^  die 
Verbindungslinien  dieser  Punkte  mit  P  mithin  ^^^^^  vier 
harmonische  Strahlen  und  die  vier  Punkte  AB  .  X  Yj  in 
denen  diese  vier  Strahlen  die  Gerade  AB  schneiden,  vier 
harmonische  Punkte  ^^i»).     Daher 

2.  Lehrsatz:   Vier  Punkte,    deren  Doppelverhältnis 
—  1  ist,  bilden  einen  harmonischen  Wurf. 

Von  diesem  Satz  gilt  auch  die 

3.  Umkehrung:     Das    Doppelverhältnis    von     vier 
harmonischen  Punkten   ist  —  1. 

Projiziert  man  nämlich  aus  einem  beliebigen  Punkte  P 
die  vier  harmonischen  Punkte  AB .  XY  auf  eine  durch  B 
parallel  zum  Projektionsstrahl  PA  gelegte  Gerade,  so  sind 
UB.QQ^  vier  harmonische  Punkte (^ii);  und  weil  U  der 
unendlich  ferne  Punkt  von  QQ^  ist,  so  ist  B  die  Mitte  ("^t^)^ 
Weil  also  BQ  =  —  BQ^  ist,  so  haben  wir 

XA  __  AP  _        AP  _         YA 
XB  ~  BQ  ~~~BQ;~~~~YB'' 
folglich  {ABXY)  =  —  l. 

Aus  der  vorstehenden  Proportion  ergiebt  sich  ferner 
die  Gleichung  XA.YB-{~XB.YA  =  0.  Ist  0  die  Mitte 
der  Strecke  A P,  so  dafs  0 A-^  0B=  0  ist,  so  haben  wir 

{XO-^OA){YO-^OB)-\-{XO-^OB){YO-{-OA)=r.o, 
folglich 

2X0.  YO-^{XO-{-  Y0){0A^0B)-{-20A.  OB  =  0, 
folglich  OA''=OX.OY. 
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4.  Sind  AB  .X  Y  vier  harmonische  Punkte  und  0 
die  Mitte  von  AB,  so  ist  0  A^- ==  0 X .  0  Y.  — 

Sind  ah.xy  vier  harmonische  Strahlen  des  Mittel- 
punktes aS,  von  denen  x  und  ?/  auf  einander  senkrecht  stehen, 
so  ist  ^  a X  =:  X  h^'^^^^  Schneiden  wir  diese  vier  Strahlen 
durch  eine  Gerade  in  den  vier  Punkten  AB  .XY  und 
ziehen  durch  B  eine  Parallele  zu  a,  welche  ^  in  C  schneidet, 
so  i^iz.BSC=CSA=SCB,  folglieh  5 B=  B C,  wobei 
wir  vom  Vorzeichen  abzusehen  haben,  da  die  Strecken  in 
verschiedenen  Geraden  liegen.  Da  nun  S A:  B  C  =  X  A :  X B 
ist,  so  ist  auch  S  A  :  S  B  =^  X  A  :  X  B. 

5.  Schneiden  wir  vier  harmonische  Strahlen  ah.xy 
des  Punktes  S  durch  eine  Gerade  in  den  Punkten 
AB  .XY^  so  ist,  wenn  x  ^y  ist, 

SA'.SB  =  XA:XB=  Y  A  :  YB.  — 
Projiziert  man  drei  Punkte  A  B  X,  die  in  einer  Gerade 
liegen,  entweder  aus  einem  endlichen  Punkte  auf  eine 
parallele  Gerade  oder  aus  einem  unendlich  fernen  Punkte 
auf  eine  beliebige  Gerade,  so  folgt  aus  bekannten  Sätzen 
der  Proportionslehre,  dafs  das  einfache  Verhältnis  {ABX) 
=  {A^B^X^)  ist,  also  durch  die  Projektion  nicht  geändert 
wird.  Würde  man  dagegen  die  drei  Punkte  aus  einem  end- 
lichen Punkte  auf  eine  endliche  Gerade  projizieren,  so  würde 
das  einfache  Verhältnis  sich  ändern. 

Nimmt  man  aber  noch  einen  vierten  Punkt  Y  hinzu, 
so  bleibt  das  Doppelverhältnis  (ABX  T),  wie  wir  beweisen 
wollen,  bei  jeder  Projektion  konstant.  Bleibt  es  bei  einer 
Projektion  konstant,  so  bleibt  es  auch  bei  mehreren  auf- 
einander folgenden  konstant,  so  dafs  wir  unsern  Lehrsatz 
so  aussprechen  können (^'^i^: 

6.  Zwei  projektive  Gnipjnri  von  vier  Punkten  haben 
dasselbe  Doppelverhält?iis. 

Beweis :  Projizieren  wir  die  vier  Punkte  AB X  Y  der 
Gerade  s  aus  einem  beliebigen  Punkte  S  auf  irgend  eine 
Gerade  s^,  so  ist  zu  zeigen,  dafs  die  Doppelverhältnisse 
{ABX  Y)  und  {A^  B^  X^  Yj  einander  gleich  sind.  —  Ziehen 
wir  durch  B  (Fig.  37)  eine  Parallele  zum  Projektionsstrahl 
SA,  welche  SX  und  -S  Y  in  ü  und  V  schneidet,  so  ist 
{ABXY)  =  [VUB);  denn 
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AS 


YA        AS 


=    ^    ,^     und    — 5-:=r-=: 


YB~  BV 


XA 

XB~  BD 
folglich  durch  Division 

XA       YA 
~XB^'~YB 

Ziehen  wir  ebenso  durch  B^  eine  Parallele  zu  SA 
ergiebt  sich  bei  entsprechen- 
der Bezeichnung  {A^  B^  X^  Y^) 
=  ( F,  f/^  ^ J.  Da  aber  ( F^  f/,  5 J 
die  Projektion  des  einfachen 
Verhältnisses  {VÜB)  auf  eine 
parallele  Gerade  ist,  so  ist,  wie 
schon  erwähnt,  nach  einem  be- 
kannten Satz  der  Proportions- 
lehre ( VUB)  =-{V^U^ 5J,  also 
auch  {ABXY)  =  {A^  B^  X^  YJ. 
—  Gilt  aber  der  Satz  für  Per- 
spektive Gruppen,  so  gilt  er  auch  (^^i)  für  projektive 
Gruppen.  — 

Auf  indirektem  Wege  beweist  man  den 

7.  Lehrsatz:  Wenn  zwei  Gruppen  von  vier 
Punkten,  die  einen  Punkt  entsprechend  gemein  haben, 
dasselbe  Doppelverhältnis  haben,  so  liegen  sie  per- 
spektiv.  — 

Mit  Hülfe  dieses  Satzes  läfst  sich  ferner  zeigen :  Wenn 
(ABXY)  =  {A^B,X,Y{)i^i^  so  \^i  ABXY-/{A^B^X^Y^. 
Man  braucht  nur  die  Hülfslinie  A  Y^  zu  ziehen  und  zweimal 
den  vorhergehenden  Satz  anzuwenden,  um  einzusehen,  dafs 
ABXY  und  A^  B^  X^  Y^  perspektiv  zu  der  in  A  Y^  kon- 
struierten Punktgruppe  liegen,  also  untereinander  projektiv 
sind(30i): 

8.  Zwei  Gruppen  von  vier  Punkten  sind  projektiv, 
wenn  sie  dasselbe  Doppelverhältnis  haben. — 

l^i  AB  =  A,  B,,  AX  =  A,  X,,  AY=  A^  Yj,  so  ist 
auch  {ABXY):=  (A,  B,  X,  Y,);  daher: 

9.  Zwei  kongruente  Punktgruppen    sind    projektiv. 
Daraus  ergiebt  sich  weiter: 

10.  Zwei  kongruente  Strahlengruppen  sind  projektiv. 
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Ist  nämlich  ^  a  6  =  a^  ^i,  ^aa;=:a^  .i-,,  ^ai/  =  a^ij^, 
so  können  wir  zwei  zu  den  Strahlengruppen  Perspektive 
und  unter  einander  kongruente  Punktgruppen  zeichnen: 
Wählen  wir  in  a  und  a^  zwei  Punkte  .1  und  A^  so, 
dafs  SÄ  =  S^  Ai  ist,  und  errichten  in  .4  auf  a  das  Lot  s 
und  in  A^  auf  a^  das  Lot  Si,  so  werden  ^  und  s^  von  den 
kongruenten  Strahlengruppen  in  kongruenten  Punktgruppen 
geschnitten.  — 

Aus  den  beiden  vorhergehenden  Sätzen  folgt: 

11.   Zwei   kongruente  Grundgebilde   sind  projektiv 

(vgl.  164  Z). 

A  Anmerkung,     Durch    die    Lehre    vom    Doppelverhältnis 

hat  Steiner  1832  in  seinem  Werke:  „Systematische  Ent- 

wickelung    der   Abhängigkeit   geometrischer    Gestalten   von 

einander"  die  Geometrie  der  Lage  begründet. 


§  4.    Krumme  Grundgebilde. 

42  42.  Erzeugrnis  zweier  projektiven  Grundg-ebilde. 
Aus  den  projektiven  Grundgebilden,  deren  Konstruktion  im 
vorigen  Paragraphen  gezeigt  wurde,  ergeben  sich  neue  Ge- 
bilde, zu  deren  Untersuchung  wir  uns  jetzt  wenden.  Für 
diese  Erzeugnisse  projektiver  Grundgebilde  geben  wir  die 
folgende 


Definition :  Der  Inbegriff 
der  Funkte j  in  deneri  sich  die 
homologen  Strahlen  zweier 
•projektiven  geraden  Strahlen- 
büschel schneiden^  heifst  eine 
krumme  Punktreihe  oder  eine 
Kurve  zweiter   Ordnung. 


Definition :  Der  Inbegriff 
der  Geraden,  die  die  homologen 
Punkte  zweier  projektiven  ge- 
raden Pimktreihen  verbinden^ 
heifst  ein  krummer  Strahlen- 
büschel oder  ein  Strahlenbüschel 
zweiter   Ordnung. 


z  Zusatz.""    Verbindet  man  zwei  beliebige  Punkte  ^S  und  S^ 

der  Peripherie  eines  Kreises  mit  irgend  einem  Punkte  A  der 
Peripherie  durch  die  Strahlen  a  und  a^,  mit  B  durch  b  und 
b^  u.  s.  w.,  so  ist  nach  bekannten  Sätzen  der  Planimetrie 
^ab  =  a^b^  u.  s.  w.  Wir  erhalten  also  in  S  und  S^  zwei 
kongruente  Strahlenbüschel  (vgl.  13);  da  diese  projektiv 
sind^-^^»\  so  können  wir  die  Punkte  eines  Kreises  auffassen 
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als  die  Schnittpunkte  homolog-er  Strahlen  zweier  projektiven 
Strahlenbüschel,  mit  andern  Worten: 

Der  Kreis  ist  eine  Kurve  zioeiter  Ordnung. 

43.*  Keg-elsehnitt.  Es  soll  jetzt  gezeigt  werden,  dafs  43 
auch  die  Linie,  in  welcher  ein  Kreiskegel  von  einer  beliebigen 
Ebene  geschnitten  wird,  aufgefafst  werden  kann  als  der 
Inbegriff  der  Punkte,  in  denen  sich  die  homologen  Strahlen 
zweier  projektiven  Strahlenbüschel  schneiden,  dafs  also  der 
Kegelschnitt  eine  Kurve  zweiter  Ordnung  ist. 

Ist  d  eine  zur  Achse  des  Kegels  senkrechte  Ebene,  die 
den  Kegel  in  einem  Kreise  schneidet,  so  lassen  sich,  wie 
wir  in  Nr.  42  Z  gesehen  haben,  zwei  beliebige  Punkte  S 
und  aSi  dieses  Kreises  zu  Mittelpunkten  von  zwei  projektiven 
Strahlenbüscheln  machen.  Die  Strahlen  a  6  c ...  und  a^  h^c^... 
dieser  Büschel  aS  und  S^  verbinden  wir  mit  den  beiden  durch 
aS  und  ^1  gehenden  Seitenlinien  s  und  s^  des  Kegels  durch  die 
Ebenen  aßy ...  und  a^ß^yi...  Schneiden  diese  Ebenen 
der  Büschel  .s^  und  s^  eine  beliebige  Ebene  e  in  den  Strahlen- 
btischeln  a'  h'  c' . . .  und  a/  i/  c\' ...  mit  den  Mittelpunkten 
>S'  und  aS/,  so  haben  wir 

a  b'  c  ...^aßy  ...  ^a  b  c  .  .  .  ^  a^b,  c,  .  .  ."^  a^  ß^y^  . . . 

A  «1'  W  c/  . . . 

Da  demnach  (30»)  ab'c...'Xa,'  b(  c/  . .  .  ist,  so  stellen 

sich   die   Punkte   der  Linie,    in    welcher    die  Ebene  £   den 

Kreiskegel     schneidet,     als    Schnittpunkte    der    homologen 

Strahlen  zweier  projektiven  Strahlenbüschel  dar. 

44.  Erzeug-nis  zweier  Perspektiven  Grundg-ebilde.  44 
Weil  die  Perspektive  Verwandtschaft  ein  besonderer  Fall  der 
projektiven  ist^^o.)^  so  sind  die  Erzeugnisse  perspektiver 
Gebilde  aufzufassen  als  besondere  Fälle  der  krummen  Punkt- 
reihen und  Strahlenbüschel (42).  Da  nun  die  Schnittpunkte 
homologer  Strahlen  zweier  Perspektiven  Büschel  S  und  &^  in 
einer  Gerade  s  liegen  (^);  da  ferner  («)  der  Strahl  &S^  =  t 
mit  seinem  homologen  SyS=-t^  zusammenfällt,  also  jeder 
Punkt  von  t{t^  als  gemeinsamer  Punkt  zweier  homologen 
Strahlen  aufzufassen  ist,  so  liegen  die  Schnittpunkte  homo- 
loger Strahlen  zweier  Perspektiven  Büschel  >S  und  *Si  in  zwei 
Geraden  s  und  t     Daher: 

4* 
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Die  Punktreihe  zweiter 
Ordnung,  die  von  zwei  Per- 
spektiven Strahlenbüseheln 
erzeugt  wird,  zerfällt  in  zwei 
Punktreihen  erster  Ordnung. 


I.    Der  Kegelschnitt. 

Der  Strahlenbüschel  zweiter 
Ordnung,  der  von  zwei  Per- 
spektiven Punktreihen  erzeugt 
wird,  zerfallt  in  zwei  Strahlen- 


büschel erster  Ordnung. 


45  45.  Tang-enten  und  Berührungrspunkte.  Sind  5  und 
S  die  Mittelpunkte  zweier  projektiven  Strahlenbüschel,  die 
nicht  zugleich  perspektiv  sind,   in  denen  also(34)  der  Strahl 


SS. 


t  nicht  ^mit^  seinem  homologen  t^  zusammenfällt,  so 
sind  Ä  und  S^  zwei  Punkte  der  erzeugten  Kurve;  denn  in 
ihnen  schneiden  sich  zwei  homologe  Strahlen,  in  S^  z.  B. 
t  und  t. 


Auf  jedem  Strahl   a,    des  Büschels  S^ 


liegt  aufser  S^ 


noch  ein  zweiter  Punkt  der  Kurve:  der  Punkt  A,  in  dem 
der  Strahl  a^  von  seinem  homologen  a  geschnitten  wird. 
Nur  beim  Strahl  t,,  der  der  Verbindungslinie  S  Si  =  t 
entspricht,  fällt  dieser  zweite  Schnittpunkt  mit  S^  zusammen ; 
der  Strahl  ^i,  der  nur  einen  Punkt  mit  der  Kurve  gemein 
hat,  heifst  eine  Tangente. 

Bezeichnen  wir  S^S  als  Strahl  des  zweiten  Büschels 
durch  wi,  so  ergiebt  sich  in  derselben  Weise,  dafs  der 
homologe  Strahl  u  Tangente  in  S  ist. 


Die  Strahlen,  welche  der 
Verbindungslinie  der  Mittel- 
punkte entsprechen,  heifsen 
Tangenten  der  krummen  Punkt- 
reihe. 


Die  Punkte,  welche  dem 
Schnittpunkte  der  Träger  ent- 
sprechen, heifsen  Berührungs- 
punkte des  krummen  Strahlen- 
büschels. 


46.  Erste  Konstruktion  der  Kurve.  Die  hier 
folgenden  drei  Kurvenkonstruktionen  sind  nichts  als  eine 
Wiederholung  der  in  Nr.  31  gegebenen  Konstruktionen 
projektiver  Grundgebilde.  — 


Aufgabe:  Eine  Kurve  zweiter 
Ordnung  zu  zeichnen,  von  der 
fünf  Punkte  gegeben  sind. 

In  Zeichen:  SS,  kB  f. 


Aufgabe :  Einen  Strahlen- 
büschel  zweiter  Ordnung  zu 
zeichnen^  von  dem  fünf  Strahlen 
gegeben  sind. 

In  Zeichen:  o  o^a  ßy. 


Lösung:  Die  fünf  gegebenen  Punkte  seien  SS^kEV. 
Wir  ziehen  nach  ABT  aus  .S  und  ^i  die  Strahlen  a  b  c  und 
ai  b,  c,  und  beziehen  die  Strahlenbüschel  S  und  S,  projektiv 
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SO  aufeinander,  dafs  den  Strahlen  ah  c  die  Strahlen  «i  hi  c^ 
entsprechen  (31,  Allgemeine  Lösung).  Wir  legen  also  (Fig.  38) 
durch  A  zwei  beliebige  Strahlen  s  und  s^,  welche  h  c  und 
hl  Ci  in  B  C  und  B^  C^  schneiden,  sodafs  AB  C^  A  B^Ci 
werden  mufs ;  den  Schnittpunkt  von  B  Bi  =  ß  und  CCi^y 
bezeichnen  wir  durch  I. 


Einem  beliebigen  vierten  Strahle  d  von  *S  ordnen  wir 
einen  Strahl  von  S^  durch  folgende  Konstruktion  zu:  Den 
Punkt  i>,  in  welchem  d  die  Hülfslinie  s  schneidet,  verbinden 
wir  mit  1  und  den  Punkt  i>i,  in  welchem  diese  Verbindungs- 
linie ö  die  Hülfslinie  s^  schneidet,  verbinden  wir  mit  S^ 
durch  aSi  Dl  =  d^.  Der  Schnittpunkt  A  =  dd^  ist  ein 
sechster  Punkt  der  Kurve.  —  Auf  die  angegebene  Weise 
sind  soviel  Punkte  zu  zeichnen,  dafs  der  Lauf  der  Kurve 
erkennbar  ist. 

Zusatz.  Da  die  projektive  Verwandtschaft  der  Strahlen-  z 
büschel  S  und  S^  durch  drei  Strahlenpaare  bestimmt  ist  ^^^^\ 
so  erhalten  wir  dieselbe  Kurve,  wenn  wir  an  die  Stelle  des 
Punktes  A  (durch  den  wir  die  Hülfsgeraden  s  und  Sy  legten) 
einen  beliebigen  andern  Punkt  der  Kurve  setzen,  mit  andern 
Worten : 

A  ist  ein  heliehiger  Punkt  der  Kurve. 


47.  Zweite  Konstruktion  der  Kurve.  Die  vorhergehende  47 
Konstruktion  ^^^^  wird  einfacher,  wenn  wir  als  Hülfslinien  s 
und  si  nicht  zwei  beliebige  durch  A  gehende  Geraden  nehmen, 
sondern  die  Verbindungslinien  AB  und  AT^^h).  gg  fallen 
dann  die  Punkte  B  B  (Fig.  39)  und  Ci  r  und  folglich  die 
Linien  ßhi  und  yc  zusammen. 
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z  Zusatz.    Führen   wir  die  Konstruktion   aus,    so  ergiebt 

sich  aus  der  Figur  eine  wichtige  Eigenschaft  des  gezeichneten 

Kurvensechsecks:  Die  drei 
Punkte  I  i)i  D,  welche  in 
der  Gerade  c>  liegen,  lassen 
sich  auffassen  als  die 
Diagonalpunkte  ^^^  ^^  des 
einfachen  Sechsecks 


-STA  BS,A. 


Die  Diagonalpimkte  dieses 
Kurvensechsecks  liegen  also 
in  einer   Gerade  ^^^\ 

Anmerkung.  Um  sich 
mit  den  wichtigsten  Kon- 
struktionen vertraut  zu 
machen,      ist     es     weit 

zweckmäfsiger,  selb- 
ständige Zeichnungen  aus- 
zuführen, als  die  Figuren 
des  Textes  zu  verfolgen.  Um  auf  solche  Übungen  hinzu- 
weisen, werden  wir  an  geeigneten  Stellen  einige  Aufgaben 
in  Buchstaben  andeuten,  wobei  wir  unendlich  ferne  Elemente 
durch  den  Index  co  kenntlich  machen: 


Fig.  39. 


Fig,  40. 
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Zur  Übung-:    S  S,  AB  f  ^',  S  S,  A  B^f  ^;  S  S,  A^B  f; 
S^S,  ABV-  S^S,^  ABf  (Fig.  40);  S^S.A^  BT. 

48.  Dritte  Konstruktion  der  Kurve.  Wir  fügen  noch  48 
eine  dritte  Lösung,  die  für 
uns  ivichtigste,  hinzu,  indem 
wir  die  Htilfsgeraden  s^ 
und  s  mit  A  S  und  A  Si  zu- 
sammenfallen lassen  ^^^2). 

Wir  ziehen  also  nach 
A  B  r  (Fig.  41)  aus  S  die 
drei  Strahlen,  die  s  =  A  5i 
in  A  B  Cj  und  aus  Si_  die 
drei  Strahlen,  die  si  =  AS 
in  A  B^  Ci  schneiden,  und 
bestimmen  den  Schnitt- 
punkt I  von  B  B^  und  C  C^. 
—  Zu  einem  beliebigen 
Strahl  d  von  S  erhalten  wir 
den  zugeordneten  di  von  aS^, 
indem  wir  den  Schnittpunkt  sd=  D  mit  I  durch  d  und 
den  Schnittpunkt  «i  ö  =  D^  mit  S^  verbinden. 

1.  Zusatz.     Da  B  und  ^1,  wie  ein  Blick  in  die  Figur  z 
lehrt,  zwei  Diagonalpunkte  des  Kurvenvierecks  S  S^AB  und 
C  und  Cj  zwei  Diagonalpunkte  des  Kurvenvierecks  S  S^  AV 
sind,    so   läfst    sich    die    vorstehende  Konstruktion  auch  so 
beschreiben: 

Aus  den  fünf  gegebenen  Punkten  bilden  loir  die  beiden 
Vierecke  S  Si  AB  und  S  S^  AV  und  zeichnen  in  jedem  Viereck 
die  Diagonallinie,  loelche  der  Seite  S  6\  zugeordnet  ist  (^^  2); 
der  Schnittpunkt  dieser  beiden  Diagonallinien  ist  der  Punkt  I. 
Wir  erhalten  einen  neuen  Kurvenpunkt  A,  indem  ivir  zwei 
Punkte  D  und  D^  in  den  Seiten  A  S^  und  A  S  des  Dreiecks 
AS  Si,    die   mit  1  in  einer   Gerade  liegen^  aus  S  und  S^  pro- 


Fig.  41. 


jizieren. 

2.  Zusatz.  Diese  Lösung  ist  die  fruchtbarste,  weil  bei  ihr  z 
der  Punkt  I  eine  wichtige  geometrische  Bedeutung  gewinnt. 
Um  diese  zu  erkennen,  ziehen  wir  den  (in  der  Figur  nicht 
gezeichneten)  Strahl- Ä  S^  =  ?7i  und  suchen  den  homologen 
m^  von  S^.  Dazu  müssen  wir  den  Schnittpunkt  s  w,  d.  i.  5^, 
mit  I  durch  f^i  und  den  Schnittpunkt  s^  ^  mit  S^  verbinden. 
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Wir  sehen,  dafs  aS^  I  =  m^  der  dem  Strahl  S  S^  =  m 
homologe  ist.  Nach  Nr.  45  ist  aber  der  Strahl  von  aSj, 
welcher  der  Verbindungslinie  der  Strahlenmittelpunkte  ent- 
spricht, eine  Tangente.  —  Da  aus  denselben  Gründen  *S  I 
die  Tangente  in  *S  ist,  so  ist  I  der  Schnittpunkt  der  Tangenten 
in  S  und  Si.  Um  uns  immer  an  diese  geometrische  Be- 
deutung zu  erinnern,  wollen  wir  an  die  Stelle  des  Buch- 
staben Z  von  jetzt  an  T  setzen. 

49  49.  Bestimmungsstücke  einer  krummen  Punktreihe. 
Bisher  haben  wir  stets  S  und  Si  zu  Mittelpunkten  der  die  Kurve 
erzeugenden  Strahlenbüschel  gemacht;  es  fragt  sich  nun,  ob 
wir  dieselbe  Kurve  erhalten  oder  eine  andere,  wenn  wir 
etwa  5  und  A  zu  Mittelpunkten  von  Strahlenbüscheln  machen 
und   diese  vermittelst  der  drei  Punkte  aS^  B  r  projektiv  auf- 
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einander  beziehen.  Um  diese  Frage  zu  beantworten,  ver- 
folgen wir  die  dritte  Konstruktion^*^  ^  i),  indem  wir  ausgehen 
das  erste  Mal  von  5  und  *Si,  das  zweite  Mal  von  S  und  A. 
Wir  zeichnen  also  (Fig.  42)  die  der  Seite  S  S]  zuge- 
ordneten (Iß  2>  Diagonallinien  B  B^  und  C  6\  der  Vierecke 
*S  »Si  A  B    und  *S  /S^  A  f   und  erhalten    dadurch  für  die  erste 
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Kurve  den  Schnittpunkt  TC^s  z  2)  ^^j.  Tangenten  in  5  und  S^, 
ebenso  erhalten  wir  durch  die  der  Seite  *SA  zugeordneten 
Diag-onallinien  B  B^  und  C  C^  den  Schnittpunkt  2\  der 
Tangenten  in  S  und  A  für  die  zweite  Kurve.  Bezeichnen 
wir  noch  die  Punkte,  in  denen  SS^  von  B  B^  und  C  C^  ge- 
schnitten wird,  durch  B.^  und   f^,  so  folgt  (243) 

aus  Viereck  SS^  AB:  SS^.B^B.^  ein  harmonischer  Wurf; 

aus  Viereck  .S  *Si  A  r :  S  S^  .  Q^  f^  ein  harmonischer  Wurf; 
folglich  S  S,  ^2  B2  ÄSS.a^  r^  (40.),  ßurch  Projektion  dieser 
Punktgruppen  aus  B  und  C  erhalten  wir  zwei  projektive  (^Ox) 
Strahlengruppen  B  (S  S,  B^  B,)  a  C  (S  S,  C,  rj,  die  in  per- 
spektiver (^4)  Lage  sind,  weil  sie  den  Strahl  BC{S^)  ent- 
sprechend gemein  haben;  die  Schnittpunkte  S  T  T^  der  drei 
übrigen  Strahlenpaare  liegen  mithin  in  einer  Gerade,  und 
der  Punkt  T  ist  von  Ti  durch  S  und  A  Si  (^1  z)  harmonisch 
getrennt,  weil  z.  B.  die  Gegenseiten  des  Vierecks  *S^iAB, 
die  sich  im  Diagonalpunkt  B  schneiden,  durch  die  beiden 
andern  Diagonalpunkte  B^  und  B2  harmonisch  getrennt 
werden  (242).  Die  Punkte  T  und  T^  liegen  also  mit  S  in  einer 
Gerade  und  werden  durch  S  und  A  ^Si  harmonisch  getrennt. 

Mit  Hülfe  dieses  Ergebnisses  läfst  sich  nun  zeigen,  dafs 
jeder  Punkt  der  ersten  Kurve  auch  ein  Punkt  der  zweiten 
Kurve  ist.  Wir  zeichnen  einen  beliebigen  Punkt  A  (Fig.  43) 
der  ersten  Kurve,  indem  wir  die  Punkte  D  und  B^  in  den 
Seiten  A  .Si  und  A  ^  des  Dreiecks  ASS^,  die  mit  Tin  einer 
Gerade  liegen,  aus  S  und  Si  projizieren  (^^  z  d,  y^^  ^^^^  gg_ 
zeichneten  Kurvenviereck  SS^AA  sind  D  und  B^  zwei 
Diagonalpunkte;  der  dritte,  der  Schnittpunkt  von  S S^  und 
A  A,  heifse  B^.  Dann  mufs,  w^eil  die 
beiden  Diagonalpunkte  Z>i  und  B^ 
durch  die  Gegenseiten  des  dritten 
Diagonalpunktes  harmonisch  getrennt 
werden  (242)^  i>  i>2  durch   den  von   T 

durch  S   und    A  S^  harmonisch    ge-    ^ . 

trennten  Punkt  gehen,  das  ist  (202)  T^.  A  -i> 

Benutzen  wir  nun  den  Strahl  T,BB^,  ^'^'  ^^■ 

um  einen  Punkt  der  zweiten  Kurve  zu  zeichnen,  so  haben 
wir  (48  z)  D  ujj(j  jj^  ^^g  ß  ^^^  ^  2^  projizieren;  dadurch 
aber  erhalten  wir  A.  — 

Da  wir  in  dieser  Weise  weiter  schliefsen  können,    dafs 
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die  von  den  Strahlenbüscheln  aS  und  A  erzeugte  Kurve  die- 
selbe ist  wie  die  von  den  Strahlenbüscheln  A  und  B  er- 
zeugte, so  ist  bewiesen,  dafs  die  Punkte  *S  und  Si  ersetzt 
werden  können  durch  irgend  (^^  ^^  zwei  andere  Punkte,  mit 
andern  Worten,  dafs  S  und  *Si  zwei  beliebige  Punkte  der 
Kurve  sind,  dass  mithin  alle  Eigenschaflen,  die  von  S  {oder  S-^ 
gelten^  von  jedem  Funkte  der  Kurve  gelten. 

Das  Ergebnis,    dafs   sich   durch   fünf  Punkte   nur  eine 
Kurve  legen  läfst,  drücken  wir  so  aus: 

Eine  Punktreihe  zweiter  Ord-  Ein  Strahlenbüschel  zweiter 

nung  ist  durch  fünf  Funkte  Ordnung  ist  durch  fünf  Strahlen 
bestimmt.  bestimmt. 

z  Zusatz.     Alle  Stücke,  die  die  projektive  Verwandtschaft 

zweier  Strahlenbüschel  5  und  *Si  bestimmen,  bestimmen  auch 
eine  Kurve  zweiter  Ordnung(^-\  Die  projektive  Verwandt- 
schaft von  S  und  S^  ist  nun  nicht  allein  durch  drei  Punkte 
ABT  bestinnnt,  sondern  auch  durch  zwei  Punkte  A  und  B 
und  den  Strahl  o  von  S^  der  dem  Strahl  S^  S  von  S^  ent- 
spricht, und  ferner  durch  einen  Punkt  A  und  die  Strahlen  a 
und  ai,  welche  der  Verbindungslinie  S  S^  m  S  und  S^  ent- 
sprechen. Da  (7  und  o^  die  Tangenten^^^)  der  durch  die 
projektive  Verwandtschaft  erzeugten  Kurve  sind,  so  haben  wir: 


Eine  Kurve  zweiter  Ord- 
nung ist  bestimmt  sowohl 
durch  vier  Punkte  und  die 
Tangente  in  dem  einen  dieser 
Punkte  als  auch  durch  drei 
Punkte  und  die  Tangenten  in 
zweien  dieser  Punkte. 


Ein  Strahlenbüschel  zweiter 
Ordnung  ist  bestimmt  sowohl 
durch  vier  Strahlen  und  den 
Berührungspunkt  des  einen 
dieser  Strahlen  als  auch  durch 
drei  Strahlen  und  die  Be- 
rührungspunkte von  zweien 
dieser  Strahlen. 


oo         50.    Projektive  Strahlenbüschel  in  zwei  Kupven- 

punkten.  Noch  ein  weiterer  wichtiger  Satz  ist  in  Nr.  49 
bewiesen.  Zeichnen  wir  sämtliche  Kurvenpunkte  A,  indem 
wir  (Fig.  43)  den  Punkt  D  die  Dreiecksseite  A  S^  durch- 
laufen lassen,  so  haben  wir^^^^h 

A(A)ÄA[ri]Ai>A^(A). 
Ordnet  man  also  dem  Strahle  von  aS,  welcher  durch  den 
Kurvenpunkt  A  geht,    den   Strahl   von  A  zu,    der    ebenfalls 
durch  A  geht,    so   sind  die  Strahlenbüschel  S  (A)  und  A  (Ä) 
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projektiv  auf  einander  bezogen.     Da  wir  in  derselben  Weise 
weiter  sehliefsen  können,  dafs  A  (A)  Ä  B  (A)  ist,  so  haben  wir: 


Eine  Punktreihe  zweiter  Ord- 
7iung  wird  aus  zwei  beliebigen 
ihrer  Punkte  durch  zwei  pro- 
jektive Strahlenbüschel  projiziert. 


Ein  Strahlenbüschel  zweiter 
Ordnung  schneidet  zwei  be- 
liebige seiner  Strahlen  in  zwei 
projektiven  Punktreihen. 


Zusatz.  Die  vorstehende  Fassung  unsers  Satzes  ist  z 
noch  mangelhaft.  Unter  den  Punkten  der  Kurve,  die  wir 
z.  B.  aus  A  projizieren  sollen,  ist  auch  der  Punkt  A;  einen 
Punkt  aber  kann  man  nicht  aus  sich  selbst  projizieren,  da 
eine  Gerade  erst  durch  zwei  Punkte  bestimmt  ist.  Wir 
müssen  also  zu  unserm  Beweise  zurückkehren,  um  zu  finden, 
welcher  Strahl  von  A  dem  Strahl  S  (A)  entspricht  für  den 
Fall,  dafs  A  in  A  fällt.  A  fällt  aber  in  A  (Fig.  43),  wenn 
D  (und  i>i)  in  A  und  folglich  D,  in  den  Schnittpunkt  von 
A  1\  und  S  S,  fällt.  Da  dann  der  Strahl  A  A  i>2  durch  T^ 
geht,  mithin  die  Tangente  in  A  ist,  so  haben  wir  der  obigen 
Fassung  unsers  Satzes  noch  hinzuzufügen: 

Der  Strahl,  welcher  einen 
Kurvenpunkt  aus  sich  selbst 
projiziert,  ist  seine  Tangente. 


ein 


Der  Punkt,  in  dem 
Strahl  eines  Büschels  sich 
selbst  schneidet,  ist  sein  Be- 
rührungspunkt. 


51.  Harmonisehe  Trennung-  von  Ecke  und  Geg-en-  si 
Seite  eines  Kurvendreiecks.  Wir  haben  noch  nicht  den 
ganzen  Inhalt  des  in  Nr.  49  ge- 
gebenen Beweises  in  Worte  ge- 
kleidet. Allein  die  Thatsache, 
dafs  die  zur  Konstruktion  der 
Kurve  benutzten  Punkte  S  Si . . . 
beliebig  sind,  wird  uns  in  den 
nächsten   Nummern    eine    Fülle 

von  Sätzen  liefern,  da  wir  Eigen-    A^ ^ — ^jCT 

Schäften,   die    wir   für    einzelne 
dieser  Punkte  abgeleitet  haben, 
nunmehr    als    allgemein    gültig        1  /' 
aussprechen  können.  '/ 

Zunächst   kleiden   wir  das  ^^s-  ^4. 

Ergebnis  (49)  in  Worte,  dafs  *S  von  A  S^  durch  T  und  T, 
harmonisch  getrennt  wird.  Da  *S  T  2\  die  Tangente  in  S 
ist,    A  S  S^  aber  ein  beliebiges  Kurvendreieck,  so  schneidet 
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^S^  die  Tangente  der  Gegenecke  aS  in  einem  Punkte  K 
(Fig.  44),  der  von  S  harmonisch  getrennt  wird  durch  die 
Punkte  T  und  1\,  in  denen  die  Tangente  in  S  von  den 
Tangenten  der  beiden  anderen  Ecken  Si  und  A  geschnitten 
wird.  —  Nennen  wir  das  von  den  Tangenten  in  drei  Kurven- 
punkten gebildete  Dreiseit  ein  Kurvendreiseit,  ferner  (dual,  7) 
das  von  drei  Strahlen  eines  Büschels  zweiter  Ordnung  ge- 
bildete Dreiseit  kurz  ein  Büscheldreiseit  und  das  von  ihren 
Berührungspunkten  gebildete  Dreieck  ein  Büscheldreieck,  so 
haben  wir: 

1.  Jede  Seite  eines  Kurven- 
dreiecks  schneidet  die  Tangente 


1.  Jede  Ecke  eines  Büschel- 
dreiseits    wird    aus    dem    Be- 
rührungspunkte  der  Gegenseite 
durch    einen   Strahl  projiziert, 
der  von  dieser  Gegenseite  durch 
die  Berührungspunkte  der  beiden 
andern   Seiten   harmoniscli  ge- 
trennt wird.  — 
Da   A  2\   die   Tangente   in  A  ist,    so    können   wir   die 
Thatsache,  dafs  die  vier  von  A  (Fig.  44)  ausgehenden  Strahlen 
A  (jTi  T  .S  K)  einen  harmonischen  Wurf  bilden^^^«),  so  aus- 
sprechen : 


der  Gegenecke  in  einem  Punkte, 
der  von  dieser  Gegenecke  durch 
die  Tangenten  der  beiden  andern 
Ecken  harmonisch  getrennt 
wird.  — 


2.  Jede  Seite  eines  Kurven- 
dreiseits  wird  von  dem  Strahl, 
der  ihren  Berührungspunkt  mit 
der  Gegenecke  verbindet^  durch 
die  Berührungspunkte  der  beiden 
andern  Seiten  harmonisch  ge- 
trennt. 


2.  Jede  Ecke  eines  Büschel- 
dreiecks wird  von  dem  Funkte, 
in  dem  ihre  Tangente  von  der 
Gegenseite  geschnitten  ivird, 
durch  die  Tangenten  der  beiden 
andern  Ecken  harmonisch  ge- 
trennt. 


52.   Schnittpunkte   einer   Gerade  mit  der  Kurve. 

Schneidet  eine  beliebige  Gerade  p  die  Kurve  in  einem  Punkte  A, 
so  können  wir^^^)  a  zum  Mittelpunkt  des  einen  von  zwei  die 
Kurve  erzeugenden  Strahlenbüscheln  machen;  jeder  Strahl 
von  A,  also  auch  p^  geht  daher  (vgl.  45)  aufser  durch  A 
noch  durch  einen  zweiten  Kurvenpunkt,  durch  den  Punkt 
nämlich,  in  dem  er  von  dem  homologen  Strahl  des  zweiten 
Büschels  geschnitten  wird.  —  Um  den  besondern  Fall,  dafs 
der  homologe  Strahl  des  zweiten  Büschels  durch  A  geht, 
unsere  Gerade  p  also^^^)  eine  Tangente  ist,  nicht  gesondert 
in  Worte  kleiden  zu  müssen,  sagen  wir  von  einer  Tangente, 
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dafs  sie   die  Kurve    in    zwei    (in   den  Berührungspunkt  zu- 
sammenfallenden) Punkten  schneidet  (vgl.  50  Z). 


Auf  jedem  Strahl  eines 
Kurvenpunhtes  liegt  noch  ein 
zweiter  Kurvenpunkt. 


Durch  jeden  Funkt  eines 
Strahles  geht  noch  ein  zweiter 
Strahl  des  Büschels  zweiter 
Ordnung. 


53.  Tang-enten  und  Diag-onallinie.   In  Nr.  48  Z  sahen  ^^ 
wir,    dafs  die  der  Seite  S  Si  zugeordnete  Diagonallinie  des 
Vierecks  S  S^  AB  durch  den  Schnittpunkt  der  Tangenten  von 
S  und  Si  geht.     Dieser  Satz  gilt,  wie  wir  nunmehr^^^)  wissen, 
für  jedes  Kurvenviereck;  daher: 


iJie  Tangenten  zweier  Ecken 
eines  Kurvenvierecks  schneiden 
sich  in  einem  Punkte  derjenigen 
Diagonallijiie^  die  der  durch 
die  beiden  Ecken  bestimmten 
Vierecksseite  zugeordnet^^^  ^)  ist. 


Die  Berührungspunkte  zweier 
Seiten  eines  Büschelvier  seits 
liegen  in  eine7n  Strahle  des- 
jenigen  Diagonalpunktes,  ivel- 
cher  der  durch  die  beiden  Seite?! 
bestimmten  Vierseitsecke  zu- 
geordnet (^^  ^^  ist. 


In    Nr.  47    Z    sahen  54 
des     Kurvensechsecks 
Da   wir    nun    an  die 


54.   Pascal    und    Brianchon. 

wir,  dafs  die  Diagonalpunkte 
aS  r  A  B  Si  A  in  einer  Gerade  lagen. 
Stelle  dieser  sechs  Punkte  irgend  sechs  andere  Punkte 
der  Kurve  setzen  können  (^^),  so  haben  wir  (vgl.  38  Z)  all- 
gemein : 


Dritter  Sechseckssatz.  Die 
drei  Diagonalpunkte  ^^^  ^^  jedes 
einfachen  Kurvensechsecks  liegen 
in  einer  Gerade.  (Pascalsche 
Oerade.) 


Dritter  Sechsseitssatz.  Die 
drei  Diagonallinien  jedes  ein- 
fachen Büschelsechsseits  gehen 
durch  einen  Punkt.  (Brianchon- 
scher  Punkt.) 


Anmerkung.  Dieser  (linke)  Lehrsatz  des  Pascal  fafst  a 
unsere  zweite  Kurvenkonstruktion^^')  aufserordentlich  kurz 
zusammen  und  wird  daher  vielfach  Anwendung  finden.  — 
Aus  dem  Pascalschen  Sechseck  kann  man  den  Satz  über 
das  Kurvenfünfeck^ö^)  ableiten,  indem  man  zwei  Ecken 
zusammenfallen  läfst  und  an  die  Stelle  der  sie  verbindenden 
Seite  die  Tangente  setzt;  auch  die  Sätze  über  das  Viereck 
und  Dreieck  lassen  sich  auf  diese  Weise  gewinnen  (statt 
durch  die  in  Nr.  56  und  57  gegebenen  direkten  Konstruktionen). 
In  allen  diesen  Fällen  wendet  man  den  Pascal  am  bequemsten 
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an,  indem  man  die  sechs  Ecken  durch  Ziffern,  mid  zwar  je 
zwei  zusammenfallende  Ecken  durch  zwei  gleiche  Ziffern, 
bezeichnet  und  nun  aus  dem  Schema ^2^2>  die  Gegenseiten 
und  ihre  Schnittpunkte,  die  Diagonalpunkte,  abliest  und 
dabei  als  Verbindungslinie  zweier  zusammenfallenden  Ecken 
die  Tangente  nimmt.  —  Zu  bemerken  ist  noch,  dafs  die 
Reihenfolge  der  sechs  Ecken  beliebig  ist  und  dafs  es  daher 
zu  jedem  Kurvensechseck  mehrere  (sechzig)  Pascalsche 
Geraden  giebt. 

55.  Kurvenfünfeck. 

Aufgabe :  Eine  Kurve  zwei- 
ter Ordnung  zu  zeichnen, 
wenn  vier  Punkte  und  die 
Tangente  in  einem  dieser 
Punkte  gegeben  sind. 


Aufgabe :  Einen  Strahlen- 
büschel zweiter  Ordnung  zu 
zeichnen,  wenn  vier  Strahlen 


Fig.  45. 

Fünfeckssatz.  Der  Punkt, 
in  dem  eine  Seite  eines  ein- 
fachen Kurvenfürifecks  die 
Tangente  der  gegenüber- 
liegenden Ecke  schneidet, 
und  die  beiden  Schnittpunkte 


und  der  Berührungspunkt  in 
einem  dieser  Strahlen  ge- 
geben sind. 
Lösung:  Sind  uns  die  vier 
Punkte  S  .S,  A  B  und  der  Strahl  o 
des  Punktes  ^^  gegeben,  so  haben 
wir  die  beiden  Strahlenbüschel  ^S 
und  *S,  projektiv  so  auf  einander 
zu  beziehen,  dafs  sich  in  den 
Punkten  A  und  B  homologe  Strahlen 
schneiden  (^^^  und  dafs  der  Strahl  a 
von  S  dem  Strahl  S^  S  ent- 
spricht ^^^l 

Stellen  wir  diese  projektive  Ver- 
wandtschaft durch  die  in  Nr.  47 
gegebene  Konstruktion  her,  so  er- 
halten wir  statt  des  Kurvensechs- 
eckes .STAB  S^  A  das  Kurvenfünf- 
eck .SAB  S^  A  (Fig.  45),  bei  welchem 
die  drei  Punkte  l.I)D^  in  einer 
Gerade  liegen.  In  Worten: 

Fünfseitssatz.  Die  Gerade, 
welche  eine  Ecke  eines  ein- 
fachen Büschelfünfseits  mit 
dem  Berührungspunkt  der 
gegenüberliegenden  Seite  ver- 
bindet,  und  die  beiden  Ver- 


§  4.  Krumme  Grundgebilde.   Nr.  55—56. 


63 


von  je  zwei  unter  den  übrigen 
vier  Seiten,  die  nicht  auf- 
einander folgen,  liegen  in 
einer  Gerade. 


bindungslinien    von    je   zwei 
unter  den  übrigen  vier  Ecken, 
die  nicht  auf  einander  folgen, 
gehen    durch  einen  Punkt. 
Man    findet  (54  A)   ^[q   Pascalsche    Gerade    des   Fünfecks 


aus  dem  Schema  112  3  4  5. 


Zur     Übung  (^ 


7A) 


S  S^  Aoo  B  (j;      S  S.   Aoo  Boo  o: 


SooS.ABg-    Soo^S^  ABooö-;    ^oo  >S,  Aoo  B  (t;   .Sqo  ^S,oo  A  B  ü". 
56.  Kurvenviereck. 


5ft 


Aufgabe :  Eine  Kurve 
zweiter  Ordnung  zu  zeichnen, 
von  der  drei  Punkte  und  die 
Tangenten  in  zweien  dieser 
Punkte   gegeben  sind. 


Aufgabe:  Einen  Strahlen- 
büschel zweiter  Ordnung  zu 
zeichnen,  von  dem  drei 
Strahlen  und  die  Berührungs- 
punkte in  zweien  dieser 
Strahlen  gegeben  sind. 
Lösung:  Sind  uns  die  drei  Punkte  SS^A  und  der 
Strahl  G  des  Punktes  .S'  und  der  Strahl  g^  des  Punktes  6\ 
gegeben,  so  haben  wir  die  beiden  Strahlenbüschel  S  und  S^ 
projektiv  so  aufeinander  zu  beziehen,  dafs  sich  im  Punkte  A 
zwei  homologe  Strahlen  schneiden  (^2)  ^^^  ^j^fg  ^  ^^^^  Strahl 


^,  *S 


und    der    Strahl    S  S^    dem    Strahl    g^    entspricht ^^^'^ 


Benutzen  wir  die  in  Nr.  48  gegebene  Konstruktion,  so 
erkennen  wir,  dafs  uns 
der  dort  konstruierte 
Schnittpunkt  der  Dia- 
gonallinien, den  wir<4^2) 
mit  dem  Buchstaben  T 
bezeichnen  wollten,  durch 
die  beiden  Tangenten  er 
und  (y^  bereits  gegeben 
ist;  dafs  wir  also  nur 
die  Punkte  JJ  und  JD^ 
der  Seiten  A  S^  und  A  .S 
(Fig.  46),  die  mit  T  in 
einer  Gerade  liegen,  aus  Fig,  ^e 

5  und  S^  zu  projizieren 
haben,  um  neue  Kurvenpunkte  A  zu  erhalten. 

Der  Vollständigkeit    wegen    sprechen    wir    auch    diese 
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Konstruktion  in  Form  eines  Lehrsatzes  aus,  trotzdem  das 
Ergebnis  identisch  ist  mit  Nr.  53.  —  Betrachten  wir  die 
vier  Kurvenpunkte  aS  A  aSj  A,  indem  wir  ihnen  eine  bestimmte 
Reihenfolge  beilegen,  als  die  Ecken  eines  einfachen^^^  ^) 
Vierecks,  so  läfst  sich  die  Konstruktion  in  Form  eines  Lehr- 
satzes so  aussprechen: 


Viereckssatz.  Die  beiden 
Punkte,  in  denen  sich  die 
Gegenseiten  eines  einfachen 
Kurvenvierecks  schneiden, 
und  der  Punkt,  in  dem  sich 
die  Tangenten  zweier  Gegen- 
ecken schneiden,  liegen  in 
einer  Gerade. 


Vierseitssatz,  Die  beiden 
Geraden,  die  die  Gegenecken 
eines  einfachen  Büschelvier- 
seits  verbinden,  und  die  Ge- 
rade, welche  die  Berührungs- 
punkte zweier  Gegenseiten 
verbindet,  gehen  durch  einen 
Punkt. 


Man   findet  (^4^)    die   Pascalsche   Gerade   des   Vierecks 
l_  — —   I 
durch  das  Schema  112  3  3  4. 

z  Zusatz.     Drei  Punkte  S  S^  IK  und  die  Tangenten  g  und 

(7j  in  S  und  S^  können  wir  darstellen  durch  vier  Punkte: 
SS^k  und  T,  wenn  wir  den  Schnittpunkt  g  g^  durch  T 
bezeichnen.  Wir  haben  also  ein  Stück  weniger  nötig,  als 
wenn  wir  die  Kurve  als  bestimmt  ansehen  durch  fünf 
Punkte  (^9)  oder  durch  vier  Punkte  und  die  Tangente  des 
einen  dieser  Punkte  ("^'^  ^\ 

Wir  wollen  deswegen  im  folgenden^  wenn  nicht  ausdrücklich 
eticas  anderes  festgesetzt  icird,  unter  den  Worten :  Eine  Kurve 
ist  gegeben^  immer  verstehen :  S  S^  A  und  T  sind  gegeben ; 

und  umgekehrt  ivollen  wir  die  Aufgabe:  Eine  Kurve  zu 
zeichnen^  als  gelöst  ansehen,  ivenn  wir  S  S-^  A  und  T  konstruiert 
haben. 

Zur  Übung  (4^  A>:  S5iA(t||(;,,  SS^ky^GG^]  SS^A^g\\g^', 
ScoS^Agg^;  Soo  S^AooGG^]  >Soo  Äj  oo  A  (7  d^ . 

57         57.  Kupvendreieck. 


Aufgabe :  Von  einer  Kurve 
zweiter  Ordnung  sind  drei 
Punkte  und  die  Tangenten 
in  zweien  dieser  Punkte  ge- 
geben ;  man  soll  die  Tangente 
des  dritten  Punktes  zeichnen. 


Aufgabe :  Von  einem  Strah- 
lenbüschel zweiter  Ordnung 
sind  drei  Strahlen  und  die 
Berührungspunkte  in  zweien 
dieser  Strahlen  gegeben;  man 
soll  den  Berührungspunkt  des 
dritten  Strahls  zeichnen. 
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Lösung-:  Die  Seiten  AS^  und  AS  (Fig.  47)  des  ge- 
gebenen Kurvendreieeks 
A  S  S^  mögen  die  ge- 
gebenen Tangenten  der 
Gegenecken  S  und  Sj_  in 
den  Punkten  K  und  K^ 
schneiden.  Die  gesuchte 
Tangente  des  Kurven- 
punktes A  ist  von  A  T 
durch  S  und  aS^  harmonisch 
getrennt  (0^2^.  Den  von  A  T 
durch  S  und  S^  harmonisch 
getrennten  Strahl  können 
wir  aber  vermittelst  des 
Vierecks  S  S^  K  K^,  von 
dem  A  und  T  zwei  Dia- 
gonalpunkte sind,  finden, 
indem  wir  den  dritten  Diagonalpunkt  K^,  den  Schnittpunkt 
der  Gegenseiten  S  S^^  und  K  K^,  zeichnen. 

Die  drei  Punkte  K  K^  K^^  die  nach  unserer  Kon- 
struktion in  einer  Gerade  liegen,  sind  die  Punkte,  in  denen 
die  Seiten  unsers  Kurven dreiecks  die  Tangenten  der  Gegen- 
ecken schneiden.     Daher 

Dreieckssatz :  Die  drei  Dreiseitssatz :  Die  drei  Ge- 
Punkte^  in  denen  die  Seiten  raden,  welche  die  Ecken  eines 
eines  Kurvendreiecks  die  Büscheldreiseits  mit  den  Be- 
Tangenten der  Gegenecken  rührungspunkten  der  Gegen- 
schneiden ,  liegen  in  einer  selten  verbinden,  gehen  durch 
Gerade.  einen  Punkt. 

Die  Pascalsche  Gerade  des  Kurvendreiecks  erhält  man^^^  ^) 


Fig.  V, 


aus  dem  Schema  112  2  3  3. 

58.  Kurvendreiseit 
Aufgabe :  Von  einer  Kurve 
zweiter  Ordnung  sind  drei 
Tangenten  und  die  Be- 
rührungspunkte in  zweien 
dieser  Tangenten  gegeben ; 
man  soll  den  Berührungs- 
punkt der  dritten  Tangente 
zeichnen. 

Böger,  Ebene  Geometrie  der  Lage. 
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Aufgabe :  Von  einem  Strah- 
lenbüschel zweiter  Ordnung 
sind  drei  Berührungspunkte 
und  die  Strahlen  durch  zwei 
dieser  Berührungspunkte  ge- 
geben; man  soll  den  Strahl 
des  dritten  Berührungspunktes 
zeichnen. 


QQ  I.   Der  Kegelschnitt. 

Lösung :  Die  Tangenten  der  beiden  gegebenen  Punkte  S 
und  aSj  (Fig.  47)  mögen  von  der  dritten  gegebenen  Tangente 
in  T^  und  T^  geschnitten  werden.  Die  Seite  ^S  S^  schneidet 
dann  die  dritte  Tangente  T^  2\  in  einem  Punkte  K^_^  der 
von  der  gesuchten  Gegenecke  Ä  durch  T^  und  T^  ^^^^^  har- 
monisch getrennt  ist.  Den  von  iTo  durch  T^  und  T^ 
harmonisch  getrennten  Punkt  können  wir  aber  vermittelst 
des  Vierecks  *S  *S^  T^  T^,  von  dem  T  und  K^  zwei  Diagonal- 
punkte sind,  finden,  indem  wir  den  dritten  Diagonalpunkt  J, 
den  Schnittpunkt  von  S  T^  und  S^  7\,  zeichnen;  die  Ver- 
bindungslinie der  beiden  Diagonalpunkte  T  und  J  schneidet 
dann  die  Tangente  7\  T^  in  dem  gesuchten  Berührungs- 
punkte  A(243). 

Die  drei  Verbindungslinien  S  1\,  S^  1\  und  TA,  welche 
nach  unserer  Konstruktion  durch  emen  Punkt  (J)  gehen,  ^  sind 
die  Geraden,  welche  die  Ecken  des  gegebenen  Kurvendreiseits 
mit  den  Berührungspunkten  der  Gegenseiten  verbinden.  Daher 


Dreiseitssatz :  Die  drei 
Geraden,  welche  die  Ecken 
eines  Kurvendreiseits  mit 
den  Berührungspunkten  der 
Gegenseiten  verbinden,  gehen 
durch  einen  Punkt. 


Dreieckssatz :  Die  drei 
Punkte,  in  denen  die  Seiten 
eines  Büscheldreiecks  die 
Tangenten  der  Gegenecken 
schneiden,  liegen  in  einer 
Gerade. 


Zusatz.  Haben  wir  den  Berührungspunkt  der  dritten 
Tangente  gezeichnet,  so  können  wir  aus  S  S^  A  und  T  die 
durch  die  gegebenen  Stücke  bestimmte  Kurve  zeichnen  (^^  ^>; 
die  vorhergehende  Konstruktion  löst  daher  die 


Aufgabe :  Eine  Kurve  zweiter 
Ordnung  zu  zeichnen,  von  der 
drei  Tangenten  und  die  Be- 
rührungspunkte in  zweien 
dieser  Tangenten  gegeben 
sind. 


Aufgabe :  Einen  Strahlen- 
büschel zweiter  Ordnung  zu 
zeichnen,  von  dem  drei  Be- 
rührungspunkte und  die  Tan- 
genten in  zweien  dieser  Be- 
rührungspunkte gegeben  sind. 


59  59.  Kurvenviereck  und  zugeordnetes  Kurven- 
vierseit.  Sind  A  A  B  r  (Fig.  48)  vier  Kurvenpunkte  und 
6  die  Tangente  in  A,  so  wissen  wir^^^^  weil  die  Tangenten 
in  A  und  A  sich  in  der  der  Vierecksseite  AA  zugeordneten  (^^^^ 
Diagonallinie  QB  schneiden  müssen,  dafs  die  Tangente  a 
der  Ecke  A  durch  den  Punkt  A  geht,  in  dem  ö  von  der 
Diagonallinie    QU   geschnitten   wird.     In    derselben   Weise 


m: 
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ergiebt  sich,  dafs  die  Tangenten  ß  und  /  in  B  und  f  durch 
die  Punkte  B  und  C  gehen  müssen,  in  denen  ö  von  den 
Diagonallinien  R  P  und  P  Q  geschnitten  wird. 


Fig.  48. 


Betrachten  wir  das  Kurvendreieck  A  A  B,  so  wird  (^^^^ 
der  Punkt  K^  in  dem  die  Seite  A  B  die  Tangente  ö  der 
Gegenecke  A  schneidet,  von  dieser  Gegenecke  A  durch  A 
und  B,  die  Schnittpunkte  von  d  mit  den  Tangenten  in  den 
beiden  andern  Ecken,  harmonisch  getrennt.  Verbinden  wir 
B  mit  diesen  vier  harmonischen  Punkten  ä  K .  ÄB^  so  er- 
halten wir  vier  harmonische  Strahlen,  die  die  Diagonallinie 
Q  i^  in  den  vier  harmonischen  ("^^»^  Punkten  Q  R  .  A  A^ 
schneiden,  wenn  wir  mit  A^  den  Punkt  bezeichnen,  in  dem 
die  Tangente  B  B  =  ß  die  Diagonallinie  Q  R  schneidet. 
Durch   denselben,    von  A    durch  Q   und  R  harmonisch  ge- 


(53) 


Ent- 


trennten Punkt  A^  geht  die  Tangente  T  C 
sprechendes  läfst  sich  für  die  Gegenecken  B  B^  und  die 
Diagonalpunkte  R  P  und  schliefslich  für  C  C^ .  P  Q  zeigen. 
Nennen  wir  den  Inbegriff  der  vier  Tangenten  ö  a  ß  y 
das  dem  Kurvenviereck  A  A  B  f  zugeordnete  Kurvenvierseit, 
so  können  wir  das  Ergebnis  so  ausdrücken: 


Jedes  Kurvenviereck  hat  mit 
dem  zugeordneten  Kurvenvierseit 
das  Diagonaldreieck  gemeifisam ; 
je  zwei  Gegenecken  des  Kurven- 
vierseits  werden  durch  zwei 
Diagonalpunkte  harmonisch  ge- 
trennt. 


Jedes  Büschelvierseit  hat  mit 
dem  zugeordneten  Büschelviereck 
das  Diagonaldreiseit  gemein- 
sam] je  zwei  Gegenseiten  des 
Büschelvierecks  werden  durch 
zwei  Diagonallinien  harmonisch 
getrennt. 

5* 
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60  60.  Identität  von  Punktreihe  und  Strahlenbüsehel 
zweiter  Ordnung*.  Es  seien  >S  und  S^  (Fig.  49)  zwei 
beliebige  Punkte  einer  Kurve  und  o  und  o^  ihre  Tangenten. 
Ist  dann  A  irgend  ein  weiterer  Punkt  der  Kurve,  so  ist  die 
Kurve  gegeben  durch  S  S^  A  und  T=go^^^^^^  und  neue 
Kurvenpunkte  A  werden  gefunden,  indem  man  die  in  den 
Seiten  A  S^  und  A  aS  liegenden  Punkte  D  und  D^,  die  mit 
T  in  einer  Gerade  liegen,  aus  S  und  S-^   projiziert  ^^^  ^K 

Wiederholen  wir  nun  die  Betrachtungen  von  Nr.  49, 
so  gelangen  wir  zu  einem  wichtigen  Satz.  —  Von  dem 
Viereck  S  S-^  A  A  sind  I)  und  D-^  zwei  Diagonalpunkte. 
Bezeichnen  wir  den  dritten,  den  Schnittpunkt  der  Gegen- 
seiten *S  S^    und  A  A,    durch  i?,    so    läfst  sich  zeigen,    dafs, 


während    die 


Diagonallinie 


^-=^- 


I)  D^  sich  um  den  Punkt  T 
dreht,  auch  die  beiden 
andern  Diagonallinien 
DR  undi>,  R  sich  um 
feste  Punkte    drehen. 

Weil  die  beiden 
Gegenseiten  S  A  und 
*S^  A,  die  sich  im  Dia- 
gonalpunkt D 
schneiden,  durch  die 
beiden  andern  Dia- 
gonalpunkte B^  und  R 
harmonisch  getrennt 
werden  ^^^^\  so  geht 
-8  und  A  S-^  harmonisch  ge- 
ebenso  geht  D^  R  durch  den 
von  T  durch  aSj  und  A*S  harmonisch  getrennten,  festen  Punkt  T^. 
Weil  ferner  (^3>  die  Tangenten  in  -S  und  A,  da  die  Seite 
aS  A  durch  den  Diagonalpunkt  D  geht,  sich  auf  der  Diagonal- 
linie i>j  R  schneiden  müssen,  so  geht  die  Tangente  von  A 
durch  den  Punkt  ilf,  in  welchem  die  Tangente  *S  T  von 
D^  R  geschnitten  wird.  Aus  denselben  Gründen  geht  die 
Tangente  von  A  durch  den  Punkt  N^  in  dem  die  Tangente 
aSj  T  von  der  Diagonallinie  D  R  geschnitten  wird.  Bewegt 
sich  nun  der  Punkt  D  in  A  iS^,  so  haben  wir^^^-*-); 

Die  Punkte  M  und  N  also,   in   denen  die  Tangenten 
einer  Kurve  zweiter  Ordnung  zwei  beliebige  a  und  o^  unter 


Fig.  49. 

D  R   durch   den   von  T  durch 
trennten  (2i3)^  festen  (20,)  Pu^kt  T,  ; 
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ihnen  schneiden,  sind  projektiv  aufeinander  bezogen;  die 
Tangenten  einer  Kurve  zweiter  Ordnung  lassen  sich  daher 
auffassen  als  die  Verbindungslinien  homologer  Punkte  zweier 
projektiven  geraden  Punktreihen.  Den  Inbegriif  dieser 
Verbindungslinien  aber  haben  wir  einen  krummen  Strahlen- 
btischel  genannt ^4"^^,  so  dafs  wir  haben: 


Die  Tangenten  einer  krum- 
men Punhtreihe  hilden  einen 
krummen  StraJdenbüscheL 


Die  Berührungspunkte  der 
Strahlen  eines  krummen  Büschels 
hilden  eine  krumme  Punktreihe. 


Was  wir  demnach  von  den  Strahlen  eines  krummen 
Büschels  bewiesen  haben,  gilt  auch  von  den  Tangenten 
einer  krummen  Punktreihe  und  umgekehrt,  so  dafs  wir  in 
Zukunft  statt  von  einem  krummen  Strahlenbtischel  von  einem 
Tangentenbüschel  sprechen  und  auf  ihn  die  bisher  rechts 
gestellten  Sätze  anwenden  können;  von  einem  krummen 
Büschel  sagen  wir,  dafs  seine  Strahlen  eine  krumme  Punkt- 
reihe umhüllen.  — 

Aus  unserm  Beweise  (Fig.  49)  ergiebt  sich  noch  die 
Kette  perspektiver  Glieder 

In  Worten :  Wenn  wir  dem  Strahle  des  beliebigen  Kurven- 
punktes A,  der  den  Kurvenpunkt  A  projiziert^  den  Punkt  der 
beliebigen  Tangente  o  zuordnen,  in  dem  sie  von  der  Tange^ite  ö 
des  Kurvenpunktes  A  geschnitten  wird,  so  ist  der  Strahlenbüschel 
des  Kurvenpunktes  projektiv  auf  die  Punktreihe  der  Tangente  bezogen. 

Zusatz.  Aus  den  vielen  neuen  Sätzen,  die  sich  mit  z 
einem  Schlage  daraus  ergeben,  dafs  die  rechts  gestellten 
Sätze  auch  Aussagen  über  krumme  Punktreihen  enthalten, 
heben  wir  vorläufig  nur  den  folgenden  hervor,  der  sich  aus 
Nr.  49  ergiebt.  Während  wir  bisher  nur  wufsten,  dafs  eine 
Kurve  bestimmt  ist  durch  5  Punkte;  4  Punkte  und  1  Tangente; 
3  Punkte  und  2  Tangenten  können  wir  jetzt  hinzufügen: 
durch  2  Punkte  und  3  Tangenten;  1  Punkt  und  4  Tangenten; 
5  Tangenten.  (Der  Übersichtlichkeit  wegen  ist  bei  dieser 
Aufzählung  nicht  überall  die  Bedingung  hinzugefügt,  dafs 
Punkte  und  Tangenten,  so  weit  sie  paarweise  auftreten,  in 
einander  fallen  müssen). 

61.  Kurven vierseit.  ei 

Aufgabe:    Von    einer   Kurve    sind  vier   Tangenten 
und  der  Berührungspunkt   in   einer   dieser  Tangenten 
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gegeben;  man  soll  die  Berührungspunkte  der  übrigen 
Tangenten  zeichnen. 

Lösung :    Das   Diagonaldreieck   B  B^  R   (Fig.  50)  des 

gegebenen    Kurvenvierseits    o  a^  a  ß    ist    zugleich  (^^)  das 

Diagonaldreieck  des  gesuchten  Kurvenvierecks  *S  S^  A  B.  Da 

nun    die    Tangente    o   des    gegebenen   Punktes  >S   und  die 


ZIT:^^. 


Fig.  50. 

Tangente  des  gesuchten  Punktes  S^  sich  auf  der  Diagonal- 
linie BB^  schneiden,  so  mufs  die  Seite  S  S^  durch  den 
dritten  Diagonalpunkt  R  gehen  (^•^).  Wir  erhalten  also  S^ 
vermittelst  der  Gerade  SR.  —  In  ähnlicher  Weise  findet 
man  die  übrigen  Berührungspunkte.  — 

Haben  wir  in  der  angegebenen  Weise  die  Berührungs- 
punkte der  Tangenten  ö-^  und  «  gezeichnet,  so  können  wir 
aus  S  S^  A  und  T  die  durch  die  gegebenen  Stücke  bestimmte 
Kurve  zeichnen  (^^  2) ;  die  vorhergehende  Konstruktion  löst 
daher  die 

Aufgabe :  Eine  Kurve  zweiter  Ordnung  zu  zeichnen, 
von  der  vier  Tangenten  und  der  Berührungspunkt  in 
der  einen  dieser  Tangenten  gegeben  ist. 

In  Zeichen :  Soo^aß. 
;  Zusatz ß'    In  Nr.  43  zeigten  wir,  dafs  jeder  Schnitt  eines 

Kreiskegels   eine   krumme  Punktreihe   ist.     Wir   kehren  zu 
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dem  Beweise   zurück,   um    ihm   eine  im  folgenden  benutzte 
Bemerkung  hinzuzufügen. 

Wir  wählten  (^3)  zwei  beliebige  Punkte  S  und  S^  des 
Kreises  zu  Mittelpunkten  zweier  Strahlenbüschel  abc. ..  und 
a^  h^  Cj  . . .,  die  wir  vermittelst  der  Kreislinie  projektiv  auf- 
einander bezogen;  die  Ebenen  aßy...  und  a^^ß^y^...^  die 
diese  Strahlenbüschel  aus  den  durch  S  und  /Sj  gehenden 
Kegelseiten  s  und  s^  projizierten,  schnitten  dann  jede  Ebene 
£  in  zwei  projektiven  Strahlenbüscheln  a'  U  c'  ...~/\a^  'h^  'c^' ... 
Wir  richten  jetzt  unser  Augenmerk  auf  die  Kreistangente  m^ 
in  aSj,  die  dem  Strahl  S  S^  =  m  entspricht  ^^-^^ ;  die  Ebene  ^t^, 
welche  m^  aus  der  Kegelseite  s^  projiziert,  schneidet  s  in 
dem  Strahl  /n^',  der  dem  Strahle  m^  =  S' S-^'  entspricht; 
m^'  ist  daher  (4^)  die  Tangente  der  in  s  liegenden  krummen 
Punktreihe.  Da  S  ein  beliebiger  Punkt  des  Kreises  ist, 
so  haben  wir:  Die  Projektion  jeder  Kreistangente  ist  eine 
Tangente  der  in  €  liegenden  krummen  Punktreihe.  — 

Mit  Hülfe  dieser  Bemerkung  können  wir  nun  die 
Umkehrung  von  Nr.  43  beweisen,  also  den 

Lehrsatz:    Jede  krumme  Punktreihe  ist  ein  Kegel- 
schnitt oder 

Krumme  Punktreihe  und  Kegelschnitt  sind  identische 
Linien. 

Die  krumme  Punktreihe,  von  der  wir  ausgehen,  wollen 
wir  durch  S-  bezeichnen  und  die  Ebene,  in  der  S-  liegt, 
durch  €.  Ist  a  eine  beliebige  Tangente  von  S-  und  A  ihr 
Berührungspunkt,  so  legen  wir  durch  a  eine  beliebige  Ebene 
ö  und  zeichnen  in  dieser  irgend  einen  Kreis,  der  die  Gerade  a 
in  A  berührt.  Sind  nun  h  c  d  irgend  drei  weitere  Tangenten 
von  aS-,  die  a  in  B  CD  schneiden,  so  ziehen  wirvon  jBCZ> 
in  ö  die  drei  Tangenten  b^  c^  d^  an  den  Kreis.  Die  drei 
Ebenen  bb^^  cc^^  dd^  gehen  durch  einen  Punkt  Ä",  und  der 
Kegel,  welcher  den  Kreis  aus  K  projiziert,  schneidet,  wie 
wir  zeigen  wollen,  die  Ebene  e  in  S-.  Nach  Nr.  43 
schneidet  der  Kreiskegel  die  Ebene  e  in  einer  krummen 
Punktreihe.  Von  dieser  krummen  Punktreihe,  die  wir  zu- 
nächst S\  nennen  wollen,  sind  bcd  Tangenten,  als  Pro- 
jektionen der  Kreistangenten  b^  c^  d^ ;  aufserdem  ist  a  eine 
Tangente  und  A  ein  Punkt  von  S\.  Die  beiden  krummen 
Punktreihen  S-  und  S\  haben  also  vier  Tangenten  und  den 
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Berührung-spunkt  der  einen  dieser  Tangenten  gemeinsam 
und  sind  daher  ^^^^^  identisch. 

62         62.  Kurvenfünfseit. 

Aufgabe:  Von  einer  Kurve  sind  fünf  Tangenten 
gegeben,  man  soll  die  Berührungspunkte  der  Tangenten 
finden. 

Lösung:  Um  die  Berührungspunkte  5^  und  S^  von  g 
und  (7j  zu  finden,  betrachten  wir  die  Kurvenvierseite  ao^aß 
und  oa^ay  und  zeichnen  in  jedem  den  Diagonalpunkt,  der 
der  Ecke  g  g^  zugeordnet  ist^'^^^,  vermittelst  des  Schemas 
G  a  G^ß  und  des  Schemas  g  a  G^y.    Die  Gerade,  welche  die 

in  beiden  Vierseiten  gefundenen  Diagonalpunkte  R  und  E^ 
verbindet,  schneidet  g  und  g^  in  den  gesuchten  Punkten  »S 
und  5/53)   _ 

Haben  wir  in  der  angegebenen  Weise  die  Berührungs- 
punkte S  S^A  gezeichnet,  so  können  wir  aus  S  S^  A  und  T 
die  durch  die  gegebenen  Stücke  bestimmte  Kurve  zeichnen (^^  2>; 
die  vorhergehende  Konstruktion  löst  daher  die 

Aufgabe :  Eine  Kurve  zweiter  Ordnung  zu  zeichnen, 

von  der  fünf  Tangenten  gegeben  sind. 

z  Zusatz.     Die  Aufgabe   läfst   sich  noch  auf  eine  andere 

Weise    lösen.     Da    wir   jetzt  ('^^'^   wissen,    dafs  das  Büschel- 

fünfseit  (^'"^  identisch  ist  mit  dem  Kurvenfünfseit,  so  läfst  sich 

der  Berührungspunkt  z.  B.  der  Tangente  g  nach  dem  Schema 

I—  —_   I 

G  G  a  ß  y  ö  finden,  indem  man  den  Schnittpunkt  der  Ver- 
bindungslinien (g  a) .  (y  d)  und  (a  ß) .  {g  ö)  mit  dem  Schnitt- 
punkt ßy  verbindet. 


§  5.    Die  gerade  Involution. 

63  63.    Involution.     In    Nr.    38    haben    wir    eine    Pro- 

jektivität^^^i)  betrachtet,  in  der  ein  Element  seinem  zu- 
geordneten zweifach  entspricht.  Diese  besondere  Pro- 
jektivität  ist  für  uns  ebenso  wichtig  wie  die  allgemeine; 
wir  führen  daher  für  sie  einen  neuen  Namen  ein  durch  die 
1.  Definition:  Eine  Frojektivität,  in  der  ein  Element 
seinem  zugeordneten  zweifach  entspricht^  heifst  eine  Involution^ 


§  5.    Die  gerade  Involution.    Nr.  62—63.  7g 

Der  Fundamentalsatz(3^)  läfst  sich  dann  so  fassen: 

2.  Lehrsatz :  In  einer  Involution  entspricht  jedes 
Element  seinem  zugeordneten  zweifach.  — 

Zwei  Grundgebilde,  die  eine  Involution  bilden,  heifsen 
involutoriseh  liegend  oder  kurz  involutorisch.  Den  Begriff 
der  involutorischen  Lage  kann  man  ausdehnen  auf  zwei 
ungleichartige  Grundgebilde,  z.  B.  auf  eine  Punktreihe  s  und 
einen  Strahlenbüschel  <S.  Ist  die  projektive  Verwandtschaft 
von  s  und  S  durch  A  B  C~/\ah  c  bestimmt (^^'^  und  be- 
zeichnen wir  die  Punkte,  in  denen  6?  von  ah  c  geschnitten 
wird,  durch  A^  B^  C^,  so  sind  durch  AB  C^A^  B^  C^  zwei 
projektive  Punktreihen  in  s  bestimmt.  Haben  diese  involu- 
torische  Lage,  so  sagen  wir  auch  von  der  Punktreihe 
ABC...  und  dem  Strahlenbüschel  ab  c . . .,  dafs  sie  in- 
volutorische  Lage  haben: 

3.  Definition.  Eine  Punktreihe  und  ein  Strahlen- 
büschel liegen  involutorisch,  wenn  die  Punktreihe  und 
der  Schnitt(^)  ihres  Trägers  mit  dem  Strahlenbüschel 
involutorische  Lage  haben.  — 

Statt  dafs  man  in  Zeichen  die  involutorische  Verwandt- 
schaft zweier  Grundgebilde  ausdrückt  durch  A  A^  CD... 
'/{A^AC^  D^  . .  .(3^),  spricht  man  auch  häufig  von  der  In- 
volution A  A^  .  C  C^  .  D  D^  ...  und  nennt  zwei  homologe 
Elemente,  z.  B.  AA^^  ein  Elementenpaar  der  Involution  und 
zwei  solche  Elementenpaare,  z.  B.  A  A^  .  C  C^ ,  einen  Wurf 
der  Involution.  —  Die  allgemeine  projektive  Verwandtschalt 
zweier  Grundgebilde  ist  bestimmt  durch  die  willkürliche 
Annahme  der  sechs  Elemente  AB  C  A^  B^  C^(^^^^'^  da  bei 
der  involutorischen  Verwandtschaft  der  Punkt  B  in  A^  und 
B^  in  A  tällt(^^\  so  kann  man  nur  vier  Elemente  A  A^  C  C^ 
willkürlich  annehmen.  Um  die  Zusammengehörigkeit  der 
Elemente  kenntlich  zu  machen,  sagt  man,  dafs  die  involu- 
torische Verwandtschaft  durch  den  Wurf^^^'^)  AA^.CC^  be- 
stimmt ist.  —  Da  eine  Involution  aus  zwei  projektiven  Grund- 
gebilden besteht,  so  ergiebt  sich^'^'^»^,  dafs  eine  Involution, 
die  ein  Ordnungselement  hat,  noch  ein  zweites  Ordnungs- 
element hat.  — 

Um  das,  was  sich  uns  über  die  Involution  ergeben  hat, 
für  die  Anwendung  in  knapper  Form  bereit  zu  haben, 
sprechen  wir  das  Vorstehende  noch  einmal  in  kurzen  Sätzen 
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aus,  indem  wir  die  Definition  in  einer  Fassung  wiederholen, 
die  auch  für  ungleichartige  Gebilde  gültig  ist.  Dabei  wollen 
wir,  trotzdem  es  nach  der  Entstehung  der  Involution  eine 
Tautologie  ist,  besonders  aussprechen,  dafs  die  Elemente 
eines  involutorischen  Grundgebildes  und  die  ihnen  involu- 
torisch  zugeordneten  projektiv  sind. 

4.  Zwei  jyrojektive  Grundgehilde  liegen  involutorisch 
(bilden  eine  Involution) ,  wemi  ein  Element  seinem 
homologen  zioeifacli  entspricht. 

In  Zeichen  :  Wenn  A  A,  C  D  . .  .^A^  A  C^  D^  , . . 
ist,  so  bilden  A  A^  .  C  C^  .  D  D^  . . .  eine  Involution. 

5.  Ei7ie  Involution  ist  durch  eimen    Wurf  bestimmt. 

6.  Eine  Involution,  die  ein  Ordnungselement  hat,  hat 
noch  ein  ziaeites   Ordnungselement. 

7.  Die  Elemente  eines  Grundgebildes  und  die  ihnen 
involutorisch  zugeordnete?!  sind  eincinder  projektiv.  — 

Bezeichnen  wir  die  Ordnungselemente  einer  Involution 
durch  P  und  Q  und  irgend  ein  weiteres  Elementenpaar 
durch  ^^^,  so  ist  P  Q  A  A^J^P  Q  A,  A;  folglich^^Os)  igt 
PQ.AA^   ein  harmonischer  Wurf.     In  Worten: 

8.  Hat  eine  Involution  zivei  Ordnungseleinente,  so  wird 
jedes  Elementenpaar  durch  die  beiden  Ordnungselemente 
harmonisch  getrennt. 

A  Anmerkung.     Eine  Involution  kann  nicht  mehr  als  zwei 

Ordnungselemente  haben ;  denn  sonst  entspräche  jedes  Ele- 
ment sich  selbst^'^^i^. 

64.  Die  Viepecksinvolution.     Sind  ABT  (Fig.  51)  die 

Ecken  eines  Dreiecks  und 
A^  B^  Cj  drei  Punkte  in  den 
Gegenseiten,  die  in  einer 
Gerade  ö  liegen,  so  werden, 
wie  bewiesen  werden  soll, 
aus  jedem  Punkte  A  die 
drei  Ecken  und  die  Punkte 
in  den  Gegenseiten  durch 
Strahlenpaare  einer  Invo- 
lution A{AA^.BB^.  rCj 
projiziert. 

Schneiden  die  dreiStrah- 
Pig  5^  len  A  (A  B  r)  die  Gerade  ö 
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m  AB  Cj    so  ist,   wenn  wir  noch  den  Schnittpunkt  von  A  A 
und  B  r  durch  P  bezeichnen  ^^^  ^)^ 
A  A,  BC{kYK  PA  B  r  [A]  Ä  A  A,  C,  5/39)  ^  ^^  AB,C,. 
Es  bilden  daher  (^s.)  a  A^  .  B  B^  .  C  C^  und  mithin  auch 
A  (A  A^  •  B  -^1  •  r  Cj)  oder  a  a^.bh^.cc^  eine  Involution. 

1.  Lehrsatz:  Die  Ecken  eines  Dreiecks  und  drei 
Punkte  der  Gegenseiten,  die  in  einer  Gerade  liegen, 
iverden  aus  jedem  Punkte  durch  Strahlenpaare  einer 
Involution  projiziert.  — 

Da  eine  Involution  durch  zwei  Strahlenpaare  bestimmt 
ist^^^s)^  so  gilt  auch  die 

2.  ümkehrung:  Den  drei  Strahlen  einer  Involution.^ 
die  durch  die  Ecken  eines  Dreiecks  gehen^  sind  drei 
Strahlen  homolog,  die  die  Gege?iseiten  in  drei  Punkten 
schneiden.^  die  in  einer  Gerade  liegen. 

Zusatz.     Der  Inhalt  unsers  Lehrsatzes  läfst   sich  noch  z 
in  anderer  Form  wiedergeben.  —  Der  Punkt  A  bildet    mit 
den  Ecken  des  Dreiecks  ABT  ein  Viereck  (Fig.  51),  dessen 
Gegenseiten  die  Gerade  ö  in  den  Punktpaaren  der  Involution 
AA^.BB^.C  Cj   schneiden, 

und  die  Gerade  d  bildet  mit  den  Seiten  des  Dreiecks 
ein  Vierseit ,  dessen  Gegenecken  A  A^  .E  B^  .V  C^  aus  A 
durch  die  Strahlenpaare  der  Involution  aa^  .hh^  .  cc^  pro- 
jiziert werden. 

Wir  können  daher  unserm  Satze  die  folgenden  beiden 
Formen  geben: 


Vierecksinvolution.  Die 
Punkte,  in  denen  eine  beliebige 
Gerade  durch  die  Gegenseiten 
eines  Vierecks  geschnitten  wird, 
sind  Punktpaare  einer  In- 
volution. 


Vierseitsinvolution.       Die 

Strahlen ,  durch  welche  die 
Gegenecken  eines  Vierseits  aus 
einem  beliebigen  Punkte  jyro- 
jiziert  iverden,  sind  Strahle?!- 
paare  einer  Involution. 


Anmerkung.     Das  Wort  Involution  wird  im  engern  (und  a 
ursprünglichen)  Sinn  für  den  Inbegriff  der  drei  Punktpaare 
gebraucht,  in  denen  eine  beliebige  Gerade  von  den  Gegen- 
seiten   eines    Vierecks    geschnitten    wird.    —    Die    Verall- 
gemeinerung des  Satzes  geben  wir  in  Nr.  170. 

65.     Involutorische    Paarung    der    Punkte    einer  65 
Gerade.    Mit  Hülfe  des  eben  ^^"^  ^)  gewonnenen  Viereckssatzes 
lösen  wir  die 
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Aufgabe :  Die  Punkte  einer 
Gerade       involutorisch       zu 


Aufgabe :      Die     Strahlen 
eines    Punktes    involutorisch 


paaren.  zu  paaren. 

Lösung :    Ist  der  Wurf,  der  die  Involution  des  Trägers  .^ 

bestimmt(<^3*),    ^  ^^  .BB^,    so  läfst  sich  die  Aufgabe  durch 

ein  Viereck  mit  drei  festen  und  drei  beweglichen  Seiten  in 

folgender  Weise  lösen. 

Die  feste  durch  A  (Fig.  52)  gelegte  Gerade  möge  von 

den  festen  durch  B  und  5^  gelegten  Geraden  in  5  und  S^ 

geschnitten  werden.  Um  nun 
zum  Punkte  C  den  homologen 
C^  zu  finden,  projizieren  wir 
C  aus  5  auf  «S^  B,^  und  den 
gefundenen  Punkt  D  aus  ^4^ 
auf  S  B  und  schliefslich  den 
gefundenen  Punkt  D^  aus  S^ 
auf  den  Träger  s.  Die  Punkte 
C  und  C^  bilden  dann  ein 
Punktpaar^^^  ^)  der  durch  AA^ 
.BB^  bestimmten  Involution.— 

Unsere  Konstruktion  (und  Figur)  ist  im  Grunde  eine 
Wiederholung  der  in  Nr.  38  (Fig.  33)  gegebenen  Kon- 
struktion mit  der  Vereinfachung,  dafs  die  dort  zum  Beweise 
der  involutorischen  Lage  notwendigen  Linien  weggelassen 
sind.  Das  Viereck  S  S^^  I)  B^  mit  den  drei  festen  und  drei 
beweglichen  Seiten  hiefs  damals  A^  B  A  A^  — 

Identisch  ist  unsere  Figur  mit  der  Figur  46.  Der  (hier 
nicht  benutzte)  Schnittpunkt  A  der  projektiven  Strahlen- 
btischel  S  D  und  6\  D^  beschreibt,  wenn  C  sich  in  s 
bewegt,  eine  Kurve,  die  durch  die  Ecken  des  durch  die 
drei  festen  Geraden  gebildeten  Dreiseits  geht  und  die 
Geraden  A^  S  und  A^  5^  berührt, 
z  Zusatz.     Wiederholen  wir  unsere  Konstruktion  für  den 

Fall,  dafs  A  und  A^  zusammenfallen  in  F  und  B  und  B^ 
in  Q,  so  erkennen  wir,  dafs  C  und  C^  durch  F  und  Q 
harmonisch  getrennt  werden  (^^2).  jQa  sie  perspektiv  liegen 
zu  den  Strahlenbüscheln  5 1)  und  S^  D^ ,  die  durch  A^ 
projektiv  auf  einander  bezogen  sind,  so  können  wir  sagen, 
indem  wir  das  Ergebnis  auf  beliebige  Grundgebilde  über- 
tragen^^^^: 


§  5.    Die  gerade  Involution.    Nr.  66.  77 

Die  Elemente  eines  Gnindgehildes  und  die  von  ihnen 
durch  zwei  feste  Elemente  harmonisch  getrennten  sind  ein- 
ander projektiv.  Die  festen  Elemente  sind  die  Ordnungs- 
demente  der  von  den  einander  harmonisch  zugeordneten 
Elementen  gebildeten  Involution. 

In  Zeichen:   Sind  P Q  .  A  A^^  P  Q  .  B B^  u.  s.  w.  har- 
monische Würfe,  so  folgt 

PQABA^..,^PQA^B^A... 

^Q.  Ordnungrspunkte  einer  Involution.  Sind  A  A^  «ß 
und  B  B^  irgend  zwei  Punktpaare  einer  in  dem  Träger  s 
liegenden  Involution  und  XX^  irgend  ein  weiteres  Punkt- 
paar, so  wird,  vfQiX^^^^)  AA^BX~^A^AB^X^  ist,  der 
Punkt  Z,  den  Träger  s  im  Sinn^^)  A^AB^  durchlaufen, 
wenn  der  Punkt  X  den  Träger  im  Sinn  AA^B  durch- 
läuft^^'^*>.     Wir  unterscheiden  nun  zwei  Fälle. 

I.  Der  Wurf  A  A^  .  B  B^  ist  elliptisch,  d.  h.^^oo  die 
beiden  Punktpaare  trennen  einander. 
In  diesem  Fall  ist  der  Sinn  A^  A  B^  derselbe  wie  der 
Sinn  AA^B    (siehe  Fig.  53).     Wenn  also  X  die  Strecken 

A-B^;  B^A^;  A^B;  B  A 
durchläuft,  durchläuft  X^  die  Strecken 

A^B;  B  A;  A'B^;  B^A^. 

Es   wird   daher   keine  Strecke  von  beiden  Punkten   gleich- 
zeitig  durchlaufen;   X  fällt  ^ 

also   in   keinem  Punkt   mit  ^ '' ~^ < 

X^  zusammen,    d.  hS-^'^^)  die  ^      Iö "^ — '^ 

Involution  hat  keinen  Ord-         Ijr^^        ^ ^ ^ 

nungspunkt:  Fig.  53. 

1.  Eine    Involution   hat   keinen    Ordnung spunkt^    wenn 
einer  ihrer    Würfe  elliptisch  ist. 

^  II.  Der  Wurf  A  A^  .  B  B^  ist  hyperbolisch;  d.  h.d«^) 
die  beiden  Punktpaare  trennen  einander  nicht. 
■   ^  In  diesem  Fall  ist  der  Sinn  A^AB^  dem  Sinn  ^^,^ 
(siehe  Fig.  54)  entgegengesetzt.     Wenn  also  X  die  Strecken 

AA^;  A^B;  BB^;  B^A 
durchläuft,  durchläuft  X^  die  Strecken 

A^A;  AB^;  B^'B;  B  A^^ 
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Da   die  Strecke  A  Ä^    sowohl   wie   B '  B,    gleichzeitig    und 

in   entgegengesetztem  Sinn    durchlaufen   wird,    so   giebt   es 

^  auf   der  Strecke  A  A^   und 

-"-"'tJ '^^r'"  auf  der   Strecke  BB^  je 

• -^^ °        "^     2  einen  Punkt,  in  dem  X  und 

^        ^"^^       ^  X^    zusammenfallen,    einen 

Fig.  54.  Ordnungspunkt : 

2.    Eine  Involution    hat    zwei  Ordnung s punkte,    wenn 
einer  ihrer   Würfe  Jiyperhoiisch  ist.  — 

67  67.  Parabolischep  Wurf.     Halten  wir  von  den  beiden 

Punktpaaren  .1  ^i  .  B  B^,  die  eine  Involution  bestimmenden 
drei  Punkte  AA^B  fest  und  lassen  B^  den  Träger  durchlaufen, 
so  entspricht  jeder  Lage  von  B^  eine  bestimmte  Involution. 
Nehmen  wir  an,  dafs  B  auf  A  A^  liegt,  so  sehen  wir:  So 
lange  B^  sich  auf  der  Strecke  AA^  befindet,  hat  die 
Involution  zwei  Ordnungspunkte^^^^) ;  liegt  B^  auf  A'  A^'^^\ 
so  hat  die  Involution  keinen  Ordnungspunkt^^^^).  Von  Inter- 
esse ist  nun  noch  der  Augenblick  des  Übergangs,  wo  B^ 
sich  in  A^  (oder  in  .1)  befindet.  In  diesem  Fall  ist  der 
Wurf  A  A^.B  B^  weder  elliptisch  noch  hyperbolisch.  Wir 
nennen  einen  solchen  Wurf,  dessen  beide  Punktpaare  einen 
Punkt  (^J  gemeinsam  haben,  parabolisch.  Suchen  wir  für 
diese  Lage  der  Punkte  nach  Nr.  65  zu  einem  beliebigen 
Punkte  C  den  homologen  C^,  so  finden  wir,  dafs  C^  in  A^ 
{B^)  fällt;  es  entspricht  daher  jedem  Punkte  C  der 
Punkt  A^,  d.  h.  jeder  Wurf  ist  parabolisch.  Nennen  wir 
den  Punkt  A^,  der  allen  Punkten  (auch  sich  selbst)  ent- 
spricht, einen  Ordnungspunkt,  so  können  wir  den  Satz  aus- 
sprechen : 

Eine  Involution  hat  einen  Ordnungspunkt,  ivenn  einer 
ihrer    Würfe  jiarabolisch  ist. 

68  68.  Eine  Involution  und  ihre  Würfe.  Für  die  Er- 
gebnisse von  Nr.  66  und  67,  die  sich  auf  alle  Grundgebilde 
übertragen  lassen^^»),  finden  wir  einen  kurzen  Ausdruck,  wenn 
wir  noch  die  folgenden  Bezeichnungen  einführen: 

1.  Definition:  Eine  gerade  Involution  heifst  elliptisch, 
hyperbolisch  oder  parabolisch,  je  nachdem  sie  kein 
Ordnungselement,  zwei  Ordnungselemente  oder  ein  Ord- 
nungselement hat. 


§6.  Projektive  Verwandtschaft  krummer  Grundgebilde.  Nr.  67— 69.  79 

Da  sich  auch  noch  ergiebt,  dafs  jeder  Wurf  z.  B.  einer 
elliptischen  Involution  elliptisch  sein  mufs,  so  können  wir 
zusammenfassend  sagen: 

2.  Eine  gerade  Involution  und  ihre  Würfe  sind  gleich- 
namig. 


6.    Projektive  Verwandtschaft  krummer 
Grundgebilde. 


69.  Krumme  Würfe. 

Ist  Ä  ein  beliebiger  Punkt 
einer  Kurve  zweiter  Ordnung, 
so  schneidet  jeder  Strahl  von 
S  die  Kurve  noch  in  einem 
zweiten  Punkte^^2)  Bezeichnen 
wir  nun  die  Punkte,  in  denen 
die  Strahlen  ab  c  und  x  von 
S  die  Kurve  zum  zweiten 
Male  schneiden,  durch  ABT 
und  X,  so  wird,  wenn  der 
Strahl  X  sich  um  S  im  Sinn 
a5c(4)  dreht,  der  Punkt  X 
von  A  nach  B  gelangen,  ohne 
mit  r  zusammengefallen  zu 
sein;  dreht  sich  dagegen  x 
im  entgegengesetzten  Sinn, 
so  gelangt  X  von  A  nach  f 
und  dann  erst  nach  B: 

1.  Ein  Punkt  X,  der  eine 
krumme  Punktreihe  be- 
schreibt, kann  auf  zwei 
Weisen  von  einem  Punkte  A 
nach  einem  Punkte  B  ge- 
langen, einmal  indem  er  den 
Punkt  r  überschreitet,  das 
andere  Mal  indem  er  den 
Punkt  r  nicht  überschreitet. 

Wir  wollen  auch  hier  wieder 
den     ersten    Bewegungssinn 


Ist  s  ein  beliebiger  Strahl 
eines  Büschels  zweiter  Ord- 
nung, so  geht  durch  jeden 
Punkt  von  s  noch  ein  zweiter 
Strahl(''2).  Bezeichnen  wir  nun 
die  zweiten  Strahlen  des 
Büschels,  welche  durch  die 
Punkte  ABC  und  X  von  s 
gehen,  durch  a  ß  y  und  .^■,  so 
wird,  wenn  der  Punkt  X  sich 
auf  s  im  Sinn  A  B  (7(^>  be- 
wegt, der  Strahl  x  von  a 
nach  ß  gelangen,  ohne  mit  y 
zusammengefallen  zu  sein ; 
bewegt  sich  dagegen  X  im 
entgegengesetzten  Sinn ,  so 
gelangt  x  von  a  nach  /  und 
dann  erst  nach  ß\ 

1.  Ein  Strahl  x^  der  einen 
krummen  Strahlenbüschel  be- 
schreibt, kann  auf  zwei  Weisen 
von  einem  Strahl  a  nach  einem 
Strahl  ß  gelangen,  einmal  in- 
dem er  den  Strahl  y  über- 
schreitet, das  andere  Mal  in- 
dem er  den  Strahl  y  nicht 
überschreitet. 

Wir  wollen  auch  hier  wieder 
den     ersten    Bewegungssinn 
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durch    A  r  B ,     den    zweiten 
durch   ABT    bezeichnen.  — 

Setzen  wir  nun  fest,  dafs 
der  Punkt  X  die  krumme 
Punktreihe  im  Sinne  ABT 
beschreibt,  so  ist  damit  eine 
bestimmte  Reihenfolge  der 
Kurvenpunkte  festgelegt.  Ist 
A  irgend  ein  vierter  Punkt 
der  Kurve,  so  kann  die 
Reihenfolge  der  vier  Punkte 
sein:  A  AB  T,  AB  AT  oder 
A  B  r  A.  Fassen  wir  die  vier 
Punkte  zu  zwei  Punktpaaren 
zusammen ,  deren  Inbegriff 
wir  zum  Unterschied  von 
einem  geraden  Punkt wurf^^^^) 
einen  krummen  Punktwurf 
nennen,  so  kann  in  dem  Wurf 
A  B  .  r  A,  je  nach  der  Lage 
des  Punktes  A,  das  Punkt- 
paar A  B  das  Punktpaar  V  A 
trennen  (bei  der  Reihenfolge 
A  A  B  r)  oder  nicht  trennen 
(bei  der  Reihenfolge  A  B  A  f 
und  bei  der  Reihenfolge  A  B 
r  A).  Berücksichtigen  wir  auch 
noch  den  Fall,  dafs  A  in  A 
(oder  in  B)  fällt,  so  können 
wir  für  den  krummen  Punkt- 
wurf, wie  wir  es  für  den  ge- 
raden gethan  haben^^*^  ^-  ^^\  die 
drei  Definitionen   aufstellen : 

2.  Ein  krummer  Punktwurf 
heifst  elliptisch,  wenn  seine 
Punktpaare  einander  trennen; 
hyperbolisch,  loenn  seine  Punkt- 
paare einander  nicht  trennen; 
parabolisch^  wenn  die  beiden 
Punktpaare  einen  Punkt  ge- 
meinsam haben.  — 


durch  ay  ß,  den  zweiten  durch 
a  ß  y  bezeichnen.  — 

Setzen  wir  nun  fest,  dafs 
der  Strahl  x  den  krummen 
Strahlenbüschel  im  Sinne  aßy 
beschreibt,  so  ist  damit  eine 
bestimmte  Reihenfolge  der 
Büschelstrahlen  festgelegt.  Ist 
d  irgend  ein  vierter  Strahl 
des  Büschels,  so  kann  die 
Reihenfolge  der  vier  Strahlen 
sein:  aößy^  aßöy  oder  aßyd. 
Fassen  wir  die  vier  Strahlen 
zu  zwei  Strahlenpaaren  zu- 
sammen, deren  Inbegriff  wir 
zum  Unterschied  von  einem 
geraden(i^)  Strahlenwurf  einen 
krummen  Strahlenwurf  nennen, 
so  kann  in  dem  Wurf  aß. yd, 
je  nach  der  Lage  des  Strahles 
(5,  das  Strahlenpaar  a  ß  das 
Strahlenpaar  /  ö  trennen  (bei 
der  Reihenfolge  a  ö  ß  y)  oder 
nicht  trennen  (bei  der  Reihen- 
folge aßöy  und  bei  der 
Reihenfolge  a  ß  y  ö).  Berück- 
sichtigen wir  auch  noch  den 
Fall,  dafs  ö  in  a  (oder  in  ß) 
fällt,  so  können  wir  für  den 
krummen  Strahlen wurf,  wie 
wir  es  für  den  geraden  ge- 
than haben,  die  drei  Defini- 
tionen aufstellen: 

2.  Ein  krunmier  Strahlen- 
wurf  heifst  elliptisch,  wenn 
seine  Strahlenpaare  einander 
trennen ;  hyperbolisch ,  wenn 
seine  Strahlenpaare  einander 
nicht  trennen;  parabolisch,  wenn 
die  beiden  Strahlenpaare  einen 
Strahl  gemeinsam  haben,  — 


§  6.   Projektive  Verwandtschaft  krummer  Grundgebilde.   Nr.  70.  gl 


Vier  Kurvenpunkte  A  B  f  A 
werden  aus  irgend  zwei  wei- 
tern Kurvenpunkten  S  und 
S^  durch  zwei  projektive 
Strahlengruppen  S  (A  B  f  A) 
Ä  '^i  (A  B  r  A)  projiziert  (^^\ 
Da  zwei  projektive  Strahlen- 
gruppen die  Endglieder  einer 
Kette  von  Perspektiven  Glie- 
dern sind^^*^!^,  so  folgt  aus 
Nr.  11p  dafs  zwei  projektive 
Strahlengruppen  immer  gleich- 
namig sind;  daher: 

3.  Ein  krummer  Punkt- 
wurf wird  aus  jedem  Kur- 
venpunkt durch  einen  gleich- 
namigen Strahlenwurf  pro- 
jiziert. 

Hieraus  folgt,  dafs  Nr.  10^ 
sich  auf  krumme  Punktwtirfe 
ausdehnen  läfst: 

4.  Von  de7i  drei  krummen 
Würfen^  die  man  aus  vier 
Kurvenjmnkten  bildeti  kann, 
sind  zivei  hyperbolisch  und  einer 
elliptisch. 


Vier  Büschelstrahlen  aß  yd 
schneiden  irgend  zwei  weitere 
BUschelstrahlen  s  und  s^  in 
zwei  projektiven  Punktgrup- 
pen  s{aß'yd)^s^{aßyd)^^'^\ 
Da  zwei  projektive  Punkt- 
gruppen die  Endglieder  einer 
Kette  von  Perspektiven  Glie- 
dern sind(^*^i),  so  folgt  aus 
Nr.  11^,  dafs  zwei  projektive 
Punktgruppen  immer  gleich- 
namig sind;  daher: 

3.  Ein  krummer  Strahlen- 
wurf schneidet  jeden  Büschel- 
strahl in  einem  gleichnamigen 
Punktwurf. 

Hieraus  folgt,  dafs  Nr.  llg 
sich  auf  krumme  Strahlen- 
würfe ausdehnen  läfst: 

4.  Von  den  drei  krummen 
Würfen^  die  man  aus  vier 
Büschelstrahlen  bilden  kann 
sind  zwei 
einer  elliptisch. 


1 
und 


Anmerkung.     Weil   für   einen  krummen  Strahlenbüschel  a 
unsere  Betrachtungen   der  Vorstellung   schwerer  zugänglich 
sind  als  lür  eine  krumme  Punktreihe,  so  sind  noch  einmaK^^> 
die  dualen  C')  Begründungen  hinzugefügt. 

70.  Harmonische  Elemente  eines  krummen  Grund-  ^o 
grebildes.  Diese  und  die  folgende  Nummer  dienen  dazu, 
die  Worte  harmonisch  und  projektiv  auf  die  krumme  Punkt- 
reihe und  den  krummen  Strahlenbüschel  zu  übertragen. 
Diese  Übertragung  wird  vermittelt  durch  die  geraden  Ge- 
bilde und  stützt  sich  auf  den  Satz^^^)  y^j^  der  projektiven 
Verwandtschaft  gerader  Gebilde,  die  perspektiv  zu  einem 
krummen  Gebilde  liegen.  Sie  bietet  uns  vor  allem  den 
Vorteil  gröfserer  Kürze  beim  Übersetzen  unserer  geome- 
trischen Ergebnisse  ins  Deutsche,  da  wir  beim  Aussprechen 

Eöger,  Ebene  Geometrie  der  Lage.  6 


82 


I.    Der  Kegelschnitt. 


unserer   Sätze    die    beim   Beweise   eingeschalteten   geraden 
Gebilde  weglassen  können.  — 


1.  Definition:  Vier  Punkte 
einer  krummen  Punktreihe 
heifsen  harmonisch ,  wenn 
sie  aus  einem  Punkte  der 
Kurve  durch  vier  harmo- 
nische Strahlen  projiziert 
werden. 

2.  Lehrsatz:  Vier  har- 
monische Punkte  einer  kruinmen 
Punktreihe  werden  aus  jedem 
Kurvenpunkte  durch  vier  har- 
monische Strahlen  2'>yojiziert^^^\ 

3.  Lehrsatz:  Durch  ein 
Punktpaar  und  einen  Punkt 
einer  krummen  Punktreihe  ist 
der  vierte  harmonische  Punkt 
bestimmt  ^^^\ 

4.  Lehrsatz:  Bilden  vier 
Punkte  einer  krummen 
Punktreihe  einen  harmo- 
nischen Wurf,  so  geht  der 
Träger  des  einen  Punkt- 
paares durch  den  Punkt,  in 
dem  sich  die  beiden  Tan- 
genten des  andern  Punkt- 
paares schneiden. 


1.  Definition:  Vier  Strahlen 
eines  krummen  Strahlen- 
büschels heifsen  harmonisch, 
wenn  sie  einen  Strahl  des 
Büschels  in  vier  harmo- 
nischen   Punkten    schneiden. 

2.  Lehrsatz:  Vier  har- 
monische Strahlen  eines  krum- 
men Strahlenbüschels  schneiden 
jeden  Büschelstrahl  in  vier 
harmonischen  Punkten. 

3.  Lehrsatz:  Durch  ein 
Strahlenpaar  und  einen  Strahl 
eines  krummen  Strahlen- 
büschels ist  der  vierte  har- 
monische Strahl  bestimmt. 

4.  Lehrsatz:  Bilden  vier 
Strahlen  eines  krummen 
Strahlenbüschels  einen  har- 
monischen Wurf,  so  liegt 
der  Schnittpunkt  des  einen 
Strahlenpaares  auf  der  Ge- 
rade, die  die  beiden  Berühr- 
ungspunkte des  andern 
Strahlenpaares  verbindet. 

den   krummen   harmonischen 


Beweis:  Projizieren  wir 
Wurf  A  B  .  r  A  aus  A  und  B,  so  erhalten  wir  ^"^^^^  die  beiden 
harmonischen  Strahlenwürfe  A  (A  B  .  f  A)  und  B  (A  B  .  T  A) ; 
folglich (40.)  A(ABrA)7:B(BArA).  Da  dem  Strahl  AB 
der  Strahl  BA  homolog  ist,  so  schneiden  sich  (^^^  die 
Projektionsstrahlen  A  A  und  B  B,  das  sind^^*^  ^^  die  Tangenten 
in  A  und  B,  auf  der  Verbindungslinie  TA.  — 

Da    durch    das  Punktpaar  A  B  und    den    Punkt  V   der 
vierte  harmonische  Punkt  A  bestimmt  ist  ("^'1 

5.  Umkehrung:  Geht  der 
Träger  des  einen  von  zwei 
Punktpaaren  einer  krummen 


so  gilt  auch  die 


5.  Umkehrung:  Liegt  der 
Schnittpunkt  des  einen  von 
zwei     Strahlenpaaren     eines 
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Keihe  durch  den  Punkt,  in 
dem  sich  die  Tangenten  des 
andern  Paares  schneiden,  so 
bilden  die  beiden  Punktpaare 
einen  harmonischen  Wurf. 


krummen  Büschels  in  der 
Gerade,  die  die  Berührungs- 
punkte des  andern  Strahlen- 
paares verbindet,  so  bilden 
die  beiden  Strahlenpaare 
einen  harmonischen  Wurf. 


71.  Projektive    Verwandtschaft    krummer   Grund-  n 


gebilde. 

1.  Definition:  Die  Punkte 
AB  C...  einer  geraden  Punkt- 
reihe (Die  Strahlen  abc...  eines 
geraden  Büschels)  heifsen  zu 
den  Punkten  ABT...  einer 
krummen  Punktreihe  k-  pro- 
jektiv, wenn  der  Strahlen- 
büschel, der  die  Kurven- 
punkte A  B  r  . . .  aus  irgend 
einem  Kurvenpunkte  S  pro- 
jiziert, projektiv  ist  zu  der 
Punktreihe  Ä  B  C .  ..{zn  dem 
Strahlenbüschel  a  b  c  . .  .). 

2.  Definition:  Die  Punkte 
ABT...  einer  krummen 
Punktreihe  k'^  heifsen  pro- 
jektiv zu  den  Punkten 
Aj  Bj  r^  . . .  einer  krummen 
Punktreihe  kl,  wenn  der 
Strahlenbüschel,  der  ABT... 
aus  einem  Punkte  S  von  k- 
projiziert,  projektiv  ist  zu 
dem  Strahlenbüschel,  der  die 
Punkte  A^B^r^. . .  aus  irgend 
einem  Punkte  aS^  von  kl  pro- 
jiziert. 

3.  Lehrsatz:  Projiziert  man 
jede  von  zwei  projektiven 
krummen  Punktreihen  aus 
einem  beliebigen  ihrer  Punkte, 
so  erhält  man  zwei  projek- 
tive gerade  Strahlenbüschel^^^). 


1.  Definition:  Die  Strahlen 
abc. . .  eines  geraden 
Büschels  (Die Punkte  ABC... 
einer  geraden  Punktreihe) 
heifsen  zu  den  Strahlen  «/i;^. . . 
eines  krummen  Strahlen- 
büschels z-  projektiv,  wenn 
die  Punktreihe,  in  der  die 
Büschelstrahlen  a ßy  . . .  ir- 
gend einen  Büschelstrahl  s 
schneiden,  projektiv  ist  zu 
dem  Strahlenbüschel  abc.., 
(zu  der  Punktreihe  ABC. .). 

2.  Definition:  Die  Strahlen 
a  ßy  . . .  eines  krummen 
Strahlenbüschels  -/-  heifsen 
projektiv  zu  den  Strahlen 
^lA/i-  •  •  eines  krummen 
Strahlenbüschels  Zi,  wenn 
die  Punktreihe,  die  a  ß  y  . . , 
in  irgend  einem  Strahl  s 
von  X-  ausschneiden,  pro- 
jektiv ist  zu  der  Punktreihe, 
die  die  Strahlen  a^  ßi7i-  -  in 
irgend  einem  Strahl  s^  von  z? 
ausschneiden. 

3.  Lehrsatz:  Schneidet  man 
jeden  von  zwei  projektiven 
krummen  Strahlenbüschelu 
durch  einen  beliebigen  seiner 
Strahlen,  so  erhält  man  zwei 
proj  ektive  geradePunktreihen^ 

6* 


84  I-    Der  Kegelschnitt. 

4.  Definition:  Eine  krumme  Punktreihe  und  ein 
krummer  Strahlenbüschel  heifsen  projektiv,  wenn  der 
Strahlenbtischel,  der  die  Punktreihe  aus  einem  ihrer 
Punkte  projiziert,  projektiv  ist  der  Punktreihe,  die  der 
Strahlenbüschel  in  einem  seiner  Strahlen  ausschneidet. 

Wenn  wir  den  von  den  Tangenten  einer  krummen 
Punktreihe  gebildeten  krummen  Strahlenbüschel  ^^^^  den  der 
Punktreihe  zugeordneten  Tangentenbüschel  nennen,  so  läfst 
sich  der  zweite  Satz  in  Nr.  60  kurz  so  aussprechen: 

5.  Lehrsatz:  Eine  knunme  Punktreihe  und  der  ihr 
zugeordnete   Tangentenbüschel  sind  einander  projektiv. 

In  Zeichen:  Sind  AB  TA  irgend  vier  Punkte 
einer  krummen  Punktreihe  und  a  ß  y  ö  ihre  Tangenten, 
so  ist  A  B  r  A  /\  a  ßy  d. 

Die  weitern  Sätze  sprechen  wir  für  Punktreihe  und 
Strahlenbüschel  gemeinsam  aus,  indem  wir  jedem  Satz  die 
Nummer  hinzufügen,  auf  die  er  sich  stützt. 

6.  Sind  zwei  krumme  Grundgebilde  einem  dritten 
geraden  oder  krummen  Grundgebilde  projektiv,  so 
sind  sie  einander  projektiv (^'^'«^ 

7.  In  zwei  krummen  projektiven  Grundgebilden 
sind  vier  Elementen,  die  einen  harmonischen  Wurf 
bilden,  vier  Elemente  homolog,  die  wieder  einen  har- 
monischen Wurf  bilden  ^^^^\ 

8.  Wenn  zwei  projektive  krumme  Grundgebtlde,  die 
in  einander  liegen,  drei  Elemente  entsprechend  gemein 
haben,  so  haben  sie  jedes  Element  entsprechend 
gemein  ^^^^\ 

9.  Die  projektive  Verwandtschaft  zioischen  zwei  krum- 
men Grundgebilden  ist  durch  drei  Paar  homologe  Ele- 
mente bestimmt  (^^«). 

72  72.  Die  krumme  Involution.     Nachdem  wir   in    den 

beiden  vorhergehenden  Nummern  die  Worte  harmonisch 
und  projektiv  auf  die  krummen  Gebilde  übertragen 
haben,  stellen  wir  im  folgenden  die  Sätze  zusammen,  die 
sich  aus  den  über  gerade  Involutionen  bewiesenen  für  die 
krumme  Punktreihe  und  den  krummen  Strahlenbüschel  ohne 
weiteres  ergeben. 

1.  Der  Inbegriff  zweier  projektiven  krummen  Grund- 
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gebilde,    die  in  einander  liegen,    heifst   eine   krumme 
Projektivität  (^^^\ 

2.  Eine  krumme  Projektivität,  in  der  ein  Element 
seinem  homologen  zweifach  entspricht,  hei/st  eine  krumme 
Involution  ^^^^K 

3.  In  einer  krummen  Involution  entspricht  jedes  Ele- 
ment seinem  zugeordneten  zweifach  (^^2). 

4.  Eiiie  krumme  Involution  ist  durch  einen   Wurf  he- . 
stimmt  (^^&\ 

5.  Eine  hmmme  Involution,  die  ein  Ordnungselement 
hat,  hat  noch  ein  zweites  Ordnungselement  ^^^^\ 

6.  Eine  krumme  Involution  heifst  elliptisch,  hyperbolisch 
oder  parabolisch,  je  nachdem  sie  kein  Ordnungselement, 
zwei  Ordnung sele7nente  oder  ein  Ordnungselement  hat^^^^K 

7.  Eine  krumme  Involution  und  ihre  Würfe  sind 
gleichnamig  ^^^^\ 

8.  Die  Elemente  eines  krummen  Grundgebildes  und 
die  ihnen  involutorisch  zugeordneten  sind  einander  pro- 
jektiv ^^^7). 

9.  Ist  eine  krumme  Involution  hyperbolisch,  so  wird 
jedes  Elementenpaar  durch  die  beiden  Oi^dnungselemente 
harmonisch  getrennt  ^^^^\ 

73.  Projektionsaehse.  In  einer  Kurve  sei  uns  eine  73 
krumme  Projektivität  (^^x)  ^  A  B  . .  X  ^^i  A^  B,  . .  (Fig.  55)  ge- 
geben. Projizieren  wir  die  Punkte  aS  A  B . .  aus  dem 
Punkte  S^  und  die  homologen  Punkte  S^  A^^  B^  . .  aus  aS, 
so  erhalten  wir  die  beiden  projektiven  (^^«*  Strahlenbüschel 
aSj  (8  A  B  . .)  7\  *S  (*Sj  Aj  B^  . .).  Da  die  Verbindungslinie  5  *S^ 
der  Mittelpunkte  sich  selbst  entspricht,  so  liegen  die  Schnitt- 
punkte homologer  Strahlen 
in  einer  Gerade  p  ^^^\  die 
bestimmt  ist  durch  den 
Schnittpunkt  der  Strahlen 
*S^  A  und  S  Aj  und  den 
Schnittpunkt  der  Strahlen 
S^  B  und  S  Bj.  Diese  Ge- 
rade p  ist  die  Pascalsche 
Gerade  des  Kurvensechsecks 

\—  — :~ 

aS  Aj  B  Ä^  A  B, ;  auf  ihr  schnei- 
den   sich    daher  ^^^^    auch    noch    die  Verbindungslinien  A^  B 
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und  A  B^.  Würden  wir  also  die  beiden  projektiven  krum- 
men Punktreihen  nicht  aus  5,  und  aS,  sondern  aus  A^  und  A 
projiziert  haben,  so  hätten  wir  dieselbe  Gerade  }'>  erhalten. 
Die  Gerade  />,  die  demnach  nur  abhängig  ist  von  der  Pro- 
jektivität,  nicht  aber  von  der  Wahl  des  Punktes  S^  (S),  heifst 
die  Projektionsachse  (Projektivitätsachse)  der  krummen  Pro- 
jektivität  S  AB  .  .^  S^  A^B^. . . 

Lehrsatz:  Die  Gerade,  welche  einen  beliebigen 
Punkt  A  einer  krummen  Projektivität  mit  dem  eben- 
falls beliebigen  Punkte  Ej  verbindet,  schneidet  die 
Gerade,  die  die  homologen  Punkte  A^  und  E  verbindet, 
in  einem  Punkte  der  Projektionsachse  (Vergl.  36). 
A  Anmerkung.     Beschränken    wir    diesen    Satz    auf   drei 

Paar  homologe  Punkte  und  befreien  ihn  vom  Begriff  der 
projektiven  Verwandtschaft  (^^  ^^,  so  erkennen  wir,  dafs  er 
nur  eine  andere  Form  des  Pascalschen  Satzes  ist.  —  Da 
wir  (-^^^  zwei  Geraden  als  einen  besondern  Fall  einer  krum- 
men Punktreihe  auffassen  können,  so  läfst  sich  auch  der 
Satz  36  als  ein  besonderer  Fall  des  eben  bewiesenen 
auffassen. 

74  74.  Konstruktion  einer  krummen  Projektivität. 
Will  man  zwei  krumme  Punktreihen,  die  in  einander  liegen, 
projektiv  so  auf  einander  beziehen,  dafs  den  Punkten 5  AB 
die  Punkte  S^  A^  B^  homolog  werden,  so  kann  man  ^^^^^  die 
Punkte  *S  A  B  aus  einem  beliebigen  Kurvenpunkte  und 
*S^  Aj  Bj  aus  einem  zweiten  beliebigen  Kurvenpunkte  pro- 
jizieren und  die  erhaltenen  geraden  Strahlenbüschel  pro- 
jektiv auf  einander  beziehen  ^^^K  Eine  einfachere  Kon- 
struktion ergiebt  sich  mit  Hülfe  der  Projektionsachse  (^^^ : 

Wir  konstruieren  die  Projektionsachse  p  als  Pascalsche 
Gerade  des  Kurvensechsecks  S  A^  B  S^  A  B^  (Fig.  55)  und 
bestinnnen  dann  zu  einem  beliebigen  Punkte  A  den  homo- 
logen Aj  vermittelst  des  Strahles  von  5  (oder  A  oder  B), 
der  2^  in  demselben  Punkte  schneidet  wie  S^  A  (oder  A,  A 
oder  B^  A). 
z  Zusatz.     Schneidet   die   Projektionsachse  p   die   Kurve 

in  den  Punkten  K  und  X,  so  ergiebt  unsere  Konstruktion, 
dafs  der  Punkt  K  mit  seinem  homologen  K^  und  ebenso 
L  mit  Zj  zusammenfällt,  dafs  also  die  Schnittpunkte  der 
Projektionsachse    mit    der  Kurve    die  Ordnungspunkte    der 
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Projektivität  sind.  Ebenso  ergiebt  sich  umgekehrt,  dafs 
die  Verbindungslinie  der  Ordnungspunkte  die  Projektions- 
aehse  ist. 

Eine  krumme  Projektivität  hat  demnach  zwei  Ordnungs- 
punkte oder  keinen  Ordnungspunkt,  je  nachdem  die  Pro- 
jektionsachse zwei  Punkte  oder  keinen  Punkt  mit  der  Kurve 
gemeinsam  hat.  Wir  können  noch  hinzufügen,  dafs  die 
Projektivität  einen  Ordnungspunkt  hat,  wenn  die  Projektions- 
achse eine  Tangente  der  Kurve  ist. 

75.  Ordnung-selemente  einer  g-eraden  Projektivität,  75 

Die  vorhergehende  Konstruktion  läfst  sich  auch  für  jede 
gerade  Projektivität  verwerten.  Wir  wählen  als  Beispiel 
zwei  in  einem  und  demselben  Träger  s  liegende  projektive 
gerade  Punktreihen  ABCäA^i^i  (Fig.  56).  Wir 
nehmen  eine  beliebige  Kurve  zu  Hülfe    und  projizieren  aus 


einem  beliebigen  Kurvenpunkte  S  sowohl  die  Punktreihe  ABC 
wie  die  Punktreihe  A^  B^  C^  und  bezeichnen  die  zweiten  (^2) 
Schnittpunkte  der  Projektionsstrahlen  mit  der  Kurve  durch 
ABT  und  A^  B^  T^.  Konstruieren  wir  dann  für  die  krumme 
Projektivität  ^^^^  ^"^^  ^^«)  A  B  r  a  A^^  B^  r^  die  Projektionsachse  p 
als  Pascalsche  Gerade  des  Kurvensechsecks  A  B^  T  A^  Bf/^») 
so  erhalten  wir  zu  einem  beliebigen  Punkte  D  vermittelst 
A  und  A^  den  homologen  D^. 

Anmerkung.     Diese  Konstruktion   empfiehlt   sich,    wenn  a 
man    gleichzeitig    untersuchen    will,    ob    die    gerade    Pro- 
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jektivität  Ordnungspunkte  hat  oder  nicht.  Schneidet  die 
Projektionsachse  die  Kurve,  so  liefern  die  Projektionen  der 
Schnittpunkte  die  Ordnungspunkte  (Fig.  56).  —  Die  Kon- 
struktion wird  am  einfachsten,  wenn  man  als  Hülfskurve 
einen  Kjeis  (^^  ^)  nimmt. 

76  76.  Ppojektionszentrum.  Mit  einer  krummen  Punkt- 
projektivität  aS  A  B  .  .  7\  5^  A^  B,  .  .  ist  auch  immer  eine 
krumme  Strahlenprojektivität  gegeben.  Bezeichnen  wir 
nämlich    die    zugeordneten    Tangenten    durch    saß.,    und 

s^a^ßj^..,  80  ist  SAB..^saß ..  und  S^  A^  Bj  . .  7\  s^  «,  ft  . .  ^'^^'>\ 
daher  (^^o)  s  a  ß  .  .^s^a^  ß^^  . . .  Schneiden  wir  den  krummen 
Strahlen  bUschel  saß.,  durch  die  Tangente  s^  und  s^  a^ß^.. 
durch  s,  so  erhalten  wir  die  projektiven  (^^3)  geraden  Punkt- 
reihen s^{sa  ß .  .)'/\s  {s^  ofj  ß^ . .).  Da  der  Schnittpunkt  s  s^  der 
Träger  sich  selbst  entspricht,  so  gehen  die  Verbindungslinien 
homologer  Punkte  durch  einen  Punkt  P^^^\   Dieser  Punkt  P 

ist  der  Brianchonsche  Punkt  des  Kurvensechsseits  sa^  ßs^aß^] 
durch  ihn  geht  auch  die  Verbindungslinie  der  Punkte  a^  ß 
und  a  ßj^^^^l  Würden  wir  also  unsere  beiden  Strahlenbüschel 
nicht  durch  s^  und  s,  sondern  durch  a^  und  a  geschnitten 
haben,  so  hätten  wir  denselben  Punkt  P  erhalten.  Der 
Punkt  P,  der  demnach  unabhängig  von  der  Wahl  der 
Tangente  s^  (s)  und  nur  abhängig  von  der  Projektivität  ist, 
heifst  Projektio7iszentrum  (Projektivitätszentrum)  der  krummen 
Projektivität  5  A  B  . .  7\  *S^  A^  B^  . . . 

Hat  die  krumme  Punktprojektivität  zwei  Ordnungs- 
punkte K  und  Z,  die  krumme  Strahlenprojektivität  saß.. 
7\  s^  a^  ß^  . .  mithin  zwei  Ordnungsstrahlen  x  und  Ä,  so  ist, 
weil  der  Strahl  x(/l)  mit  seinem  homologen  Xj  (ZJ  zusammen- 
fällt, die  Verbindungslinie  der  Schnittpunkte  s^  z  und  .«^  Xj 
der  Ordnungsstrahl  x;  das  Projektionszentrum  P  ist  daher 
in  diesem  Fall  der  Schnittpunkt  der  Ordnungsstrahlen. 

Unser  Ergebnis  fassen  wir  mit  dem  in  Nr.  73  ge- 
wonnenen zusammen  zu  dem 

Lehrsatz:  Durch  eine  krumme  Punktprojektivität 
S  AB  . ./{  S^  A^B^  . .  ist  die  Projektionsachse  p  und 
das  Projektionszentrum  P  bestimmt.  Die  Projektions- 
achse ist  die  Pascalsche  Gerade  des  Kurvensechs- 
ecks aS  A^  B  *S^  A  B^    und    das  Projektionszentrum    der 
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Brianchonsche  Punkt  des  zugeordneten  Kurvensechs- 
seits.  —  Jede  Verbindungslinie  A  E^  wird  von  der 
zugeordneten  A^  E  in  einem  Punkte  der  Projektions- 
achse 7>  geschnitten  und  jeder  Schnittpunkt  zweier 
Tangenten  d  e^  liegt  mit  dem  zugeordneten  ö^  e  in 
einem  Strahl  des  Projektionszentrums  P.  — 

Zusatz.  Hat  die  Projektivität  zwei  Ordnungspunkte,  t: 
so  ist  ihre  Verbindungslinie  die  Projektionsachse  und 
der  Schnittpunkt  ihrer  Tangenten  das  Projektions- 
zentrum. —  Hat  die  Projektivität  einen  Ordnungspunkt, 
so  ist  seine  Tangente  die  Projektionsachse  ^'^^  ^^  und 
der  Ordnungspunkt  das  Projektionszentrum  '^^^  ^\ 

77.  Die  einer  krummen  Projektivität  zug-eordneten  77 
Projektivitäten  der  Projektionsaehse  und  des  Pro- 
jektionszentrums. Projizieren  wir  eine  krumme  Pro- 
jektivität A  B  r  . .  7\  Aj^  B^  r^  . .  aus  einem  beliebigen  M  ihrer 
Punkte,  so  erhalten  wir  in  M  zwei  projektive  ^^^3)  Strahlen- 
büschel, die  die  Projektionsachse  (^"^^  p  in  zwei  projektiven 
Punktreihen  A  B  C .  .~^A^  B^C^  . .  schneiden.  Es  soll  ge- 
zeigt werden,  dafs  man  immer  dieselbe  gerade  Projektivität 
in  der  Achse  erhält,  welchen  Punkt  der  Kurve  man  auch 
zur  Konstruktion  wählt. 

Ist  N  ein  zweiter  beliebiger  Punkt  der  krummen  Punkt- 
reihe, so  ist  also  zu  beweisen,  dafs  bei  der  Projektion  der 
krummen  Projektivität  aus  N  auf  die  Achse  z.  B.  A  und  A^ 
wieder  zwei  homologe  Punkte  werden. 

Weil  MA^  (Fig.  57) 
durch  A^  geht,  mufs  Mj  A 
ebenfalls  durch  A^^  gehend' ^^, 
d.  h.  der  Punkt,  in  dem 
die  Verbindungslinie  A  ^4^ 
die  Kurve  zum  zweiten 
Male  schneidet,  ist  der 
dem  Punkte  M    homologe 

Punkt  Mj.  Schneidet 
ferner  der  Strahl  N  A 
die  Kurve  zum  zweiten 
Male  in  A,  so  zeichnen 
wir  den  homologen  Punkt 
A^,  indem  wir  den  Punkt 


Fig.  57. 
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I>j,  in  dem  M^  A  die  Achse  sehneidet,  aus  M  auf  die  Kurve 
projizieren  ^'''^'^. 

Weil  nun  N  A  durch  A  geht,  so  sind  auch  für  die 
Projektion  aus  N  die  Punkte  Ä  und  A^  homolog,  wenn 
N  Aj    durch   A^    geht.     Dies    aber    ergiebt    sich    aus    dem 

Kurvensechseck  N/Ta  M,  A  N  Aj  ;  denn  von  diesem  liegen  nach 
der  Konstruktion  clTe  Diagonalpunkte  Ä  und  D^  in  der 
Achse;  es  mufs  daher (^4)  die  Seite  N  A^  ihre  Gegenseite  A  M^ 
in  einem  Punkte  der  Achse  schneiden,  d.  i.  in  A^. 

Die  gerade  Projektivität  der  Achse  haben  wir  eben 
dadurch  konstruiert,  dafs  wir  die  krumme  Projektivität  aus 
einem  beliebigen  ihrer  Punkte  projizierten.  Man  kann  aber 
auch,  wie  die  Figur  zeigt,  die  gerade  Projektivität  aus  der 
krummen  erhalten,  indem  man  den  Kurvenpunkt  A  aus  den 
beiden  homologen  Punkten  M  und  M,  projiziert.  Da,  wie 
wir  sahen,  N  A^  durch  Ä^  geht,  so  schneidet  die  (in  der 
Figur  nicht  gezogene)  Verbindungslinie  A  A^  die  Kurve  zum 
zweiten  Male  in  N/'^).  Projizieren  wir  also  den  Kurven- 
punkt A  aus  N  und  N^,  so  ergeben  sich  ebenfalls  .1  und  A^ 
als  homologe  Punkte  der  geraden  Projektivität.  Wir  können 
daher  die  gerade  Projektivität  auch  dadurch  aus  der  krummen 
herleiten,  dafs  wir  die  Kurvenpunkte  aus  irgend  zwei  festen 
homologen  Punkten  projizieren. 

1.  Jeder  krummen  Projektivität  ist  in  der  Frojektions- 
^  achse   eine    gerade    Punktjirojektivität    zugeordnet.      Diese 

zugeordnete  Projektivität   der  Achse    erhalten  tvir,    indem 
wir  die  Projektionsachse  schneiden 

entweder  durch  die  Strahlenpaare,  welche  die  homologen 
Punkte  der  krummen  Projektivität  aus  irgend  einem  festen 
Kurvenpunkte  projizieren, 

oder    durch    die    Sirahlenpaare,    welche    die    Kurven- 
punkte   aus    irgend    zwei  festen   homologen  Punkten    der 
krümmen  Projektivität  jyrojizieren.  — 
Durch    die    zugeordnete  (^<^)  Strahlenprojektivität   aßy.. 
Äa,  ß^y^..  erhalten  wir  in  der  beliebigen  Tangente  ^  zwei 
projektive  Punktreihen,   die  aus  dem  Projektion^entrum  P 
durch   zwei   projektive    Strahlenbüschel    ahc  /\a^b^  c^  . . 
projiziert    werden.     Wählen   wir    eine    andere   Tangente  v, 
so    erhalten   wir,   wie   sich    durch   die   den  vorhergehenden 
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dualen  (")     Betrachtungen     zeigen     läfst,     in     P    dieselben 
projektiven  Strahlenbtischel. 

2.  Jeder  kru7n7nen  Projektivität  ist  im  Frojektions- 
zentrum  eine  gerade  Strahlenprojektivität  zugeordnet.  Diese 
zugeordnete  Projektivität  des  Zentrums  erhalten  wir^  indem 
wir  aus  dem  Zentrum  projizieren 

entweder  die  Punktpaare^  in  denen  irgend  eine  feste 
Kurventang ente  von  den  homologen  Tangenten  der  krummen 
Projektivität  geschnitten  ivird, 

oder  die  Punkt'paare^  in  denen  irgend  zicei  feste 
homologe  Tangenten  der  h'um7nen  Projektivität  von  den 
Kurventang enten  geschnitten  werden. 

78.  Involutionsaehse.  Entspricht  in  einer  krummen  78 
Projektivität  <'^-i)  ein  Punkt  seinem  homologen  zweifach,  in 
Zeichen  S  S^  k  .  .'/\8^8  k  .  .^  so  entspricht  jeder  Punkt  C^^») 
seinem  homologen  zv^eifach,  in  Zeichen  «SS^AA,  ..^S^Sk^k... 
Projizieren  w^ir  die  Punktreihe  S  A  Aj  . .  aus  ^^  (Fig.  58) 
und  die  projektive  Punkt-  ^^ 

reihe  *S,  k'k..  aus  aS,  so  .     ^^^ 

erhalten     wir     die     pro-  Jc^^I^"^ 

jektiven  (^1»)  Strahlen- __  ^-/""NTy^^--^ 

büschel    6;  {S  k  k^  .  .)  Ä (-f—p — ^\^-V-~^^;::^> 

/S  [ß^  Aj  A  . .).     Die  homo-         i   /  /    W^^---^^^^ 

logen   Strahlen   schneiden      <%j/         /      ^^^^p^ 

sich   in   den  Punkten  der         j/      y^^^-^"""^    i 

Projektionsachse  p^^^^,  die         X/^^^^"^^  1 

also     hiernach     die    Ver-      f^h^  1 

bindungslinie  zweier  Dia-         \  / 

gonalp unkte   des  Kurven-         ]\  / 

Vierecks  *S  aSj  A  A^  ist.    Die         J  ^.^_,^^^ 

Tangenten   a    und    a^    in  p.    -g 

den  homologen  Punkten  A 

und  A^    schneiden    sich    daher   in   einem  Punkte  von  f^^'^\ 

Nennen   wir  p  jetzt   nicht  mehr  Projektionsachse,    sondern 

Involutionsaehse^  so  haben  wir  den 

Lehrsatz:    Die    Schnittpunkte    der   Tangenten   in   den 

homologen  Punkten    einer    krurnmen  Involution    liegen  in 

einer  Gerade^  der  Involutionsachse. 

79.  Involutionszentpum.     Die    der   krummen   Punkt-  n 
projektivität   aS  A  A^^  . .  7\  aS^  A^  A  . .   zugeordnete  ^"^^^  Strahlen- 


92  I.   Der  Kegelschnitt. 

projektivität  s  a  a^^  .  ./{s^  a^^  a  . .  ist  ebenfalls  in  involu- 
torischer  Lage  (^^t).  Schneiden  wir  die  Tangenten  s  a  a^  . , 
durch  «1  und  s^  a^a  . .  durch  s,  so  erhalten  wir  die  beiden 
projektiven c^^ 3)  geraden  Punktreihen  s^  (saa,  ..)7\s(.<?^  a^a.). 
Die  Verbindungslinien  homologer  Punkte  dieser  in  s^  und  s 
liegenden  projektiven  Punktreihen  gehen  durch  das  Pro- 
jektionszentrum (^^)  oder,  wie  wir  hier  sagen  wollen,  durch 
das  Involutionszentrum  P,  das  also  hiernach  der  Schnittpunkt 
zweier  Diagonallinien  des  Kurvenvierseits  s  .s^  a  «^  ist.  Da 
der  Schnittpunkt  zweier  Diagonallinien  des  Kurvenvierseits 
ss^aa^  ein  Diagonalpunkt  des  zugeordneten  Kurvenvierecks 
S  S^  k  k^  ist  ^^'^\  so  geht  auch  die  Verbindungslinie  A  Aj 
durch  P.  Weil  A  und  A^  zwei  beliebige  homologe  Punkte 
unserer  krummen  Involution  sind,  so  haben  wir  den 

Lehrsatz:     Die     Verbindungslinien    homologer    Punkte 

einer   krummen  Involution  gehen  durch  einen  Punkt^    das 

Involutionszentrum. 

80         80.  Viereck  und  Vierseit  einer  krummen  Involution. 

Die  beiden  vorhergehenden  Sätze  ^"^  ^- '^^^  bilden  die  Grund- 
lage der  in  §  7  folgenden  Polarentheorie;  wir  sprechen 
sie  deshalb  noch  in  einer  zweiten,  für  die  spätem  An- 
wendungen bequemern  Form  aus. 

In  Nr.  79  sahen  wir,  dafs  der  Diagonalpunkt,  durch 
den  die  Gegenseiten  S  S^  und  A  A^  des  Kurvenvierecks 
S  aSj  A  Aj  gehen,  das  Involutionszentrum  ist,  und  in  Nr.  78, 
dafs  die  Verbindungslinie  der  beiden  andern  Diagonalpunkte 
die  Involutionsachse  ist.  Da  nun  *S  S^  und  A  A^  zwei  be- 
liebige Punktpaare  unserer  krummen  Involution  sind,  so 
ergiebt  sich : 

1.  Je  zwei  Punktpaare  einer  krummen  Involution 
bilden  ein  Kurvenviereck,  von  dem  ein  Diagonalpunkt 
das  Involutionszentrum  ist,  während  die  beiden  andern 
Diagonalpunkte  in  der  Involutionsachse  liegen. 

In  Zeichen :    Ist    S  S^.  k  k^    irgend   ein  Wurf   der 

krummen  Involution,  so  ist  der  Schnittpunkt  (*S*Sj)(AA^) 

das  Involutionszentrum   und   die  Verbindungslinie  von 

{S  k)  (»Sj  A^)  und  (5  AJ  [S^  A)  die  Involutionsachse. 

Ferner    sahen    wir   in   Nr.  79,    dafs   der   Schnittpunkt 

zweier    Diagonallinien     des    Kurvenvierseits    s  s^a  a.^     das 

Involutionszentrum  ist,  und  in  Nr.  78,   dafs  sich  die  Seiten 


ff" 
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u    und    a^    (und    ebenso   s    und  Sj)    in    einem  Punkte    der 
Involutionsachse  schneiden : 

2.  Je  zwei  Tangentenpaare  einer  krummen  Involution 
bilden  ein  Kurvenvierseit,  von  dem  eine  Diagonallinie 
die  Involutionsachse  ist,  während  die  beiden  andern 
durch  das  Involutionszentrum  gehen. 

In  Zeichen :  Sind  s  s^  .aa^  die  irgend  einem  Wurf 
der  krummen  Involution  zugeordneten  Tangenten,  so 
ist  die  Verbindungslinie  (s  s^  {a  a^  die  Involutionsachse 
und  der  Schnittpunkt  von  (s  a)  (s^  «^)  und  (s  a^  (s^  a) 
das  Involutionszentrum. 

Zusatz.  Ist  die  krumme  Punktinvolution  hyper-  z 
bolisch  ^'■^«),  so  ist  die  Verbindungslinie  ihrer  Ordnungs- 
punkte die  Involutionsachse  und  der  Schnittpunkt  ihrer 
Tangenten  das  Involutionszentrum.  —  Ist  die  krumme 
Involution  parabolisch,  so  ist  der  Ordnungspunkt  das 
Involutionszentrum  und  seine  Tangente  die  Involutions- 
achse ("^^  ^). 

Die  erste  Bemerkung  kann  man  zur  Konstruktion  der 
Ordnungselemente  einer  geraden  Involution  benutzen.  Ist 
uns  z.  B.  eine  gerade  Strahleninvolution  a  a^  .hh^  gegeben, 
so  schneidet  sie  in  einer  beliebigen  Gerade  s  eine  Punkt- 
involution aus.  Projizieren  wir  diese  aus  irgend  einem 
Punkte  S  einer  beliebigen  Kurve,  so  erhalten  wir  in  S  eine 
Strahleninvolution,  die  die  Kurve  in  einer  krummen  Punkt- 
involution schneidet.  Trifft  die  Achse  dieser  krummen 
Involution  die  Kurve,  so  hat  die  Involution  zwei  Ordnungs- 
punkte. Projizieren  wir  diese  aus  S  auf  die  Hülfsgerade  s, 
so  werden  die  erhaltenen  Punkte  aus  dem  Mittelpunkt  des 
gegebenen  geraden  Strahlenbüschels  durch  die  gesuchten 
Ordnungsstrahlen  projiziert  (vgl.  75). 

81.  Die  einep  krummen  Involution  zugeordneten  si 
g-eraden  Involutionen  der  Involutionsachse  und  des 
Involutionszentrums.  Aus  Nr.  77  haben  wir  noch  einen 
Satz  abzuleiten,  indem  wir  die  Projektivität  zur  Involution 
werden  lassen.  Der  sich  ergebende  Satz  wird  seine  Ver- 
wendung in  der  Theorie  der  konjugierten  Involutionen  (§  8) 
ünden.  — 

Projizieren  wir  eine  krumme  Involution  aus  irgend 
einem  Kurvenpunkte,  so  erhalten  wir  in  diesem  eine  gerade 
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Strahleninvolution^'^s)^  die  die  Involutionsachse  wieder  in 
einer  Punktinvolution  schneidet.  Diese  Punktinvolution  der 
Achse  ist  unabhängig  von  der  Wahl  des  Kurvenpunktes(''^i)- 


Ist    nun    S  S^.A\    (Fig.    59)    irgend    ein    Wurf   der 


krummen  Involution,  so  ist  der  Schnittpunkt  der  Gegenseiten 
aS  Sj  und  A  Aj  das  Involutionszentrum  P,  während  die 
Diagonalpunkte  A  und  A^,   in   denen   sich  die  Gegenseiten 


Fig.  59. 

ÄA  und  Sj  A^,  5A^  und  6\  A  schneiden,  in  der  Involutions- 
achse p  liegen(S'^i).  Projizieren  wir  die  krumme  Involution 
aus  S,  so  liefern  die  Strahlen  SA  und  .S  A^  die  beiden 
homologen  Punkte  A  und  A^  der  in  der  Involutionsachse 
liegenden  Involution. 

Schneiden  wir  ferner  die  der  krummen  Punktinvolution 
zugeordneteC^^)  krumme  Strahleninvolution  durch  irgend  eine 
Tangente,  so  erhalten  wir  in  dieser  eine  gerade  Punkt- 
involution^'^i»),  die  aus  dem  Involutionszentrum  wieder  durch 
eine  Strahleninvolution  projiziert  wird.  Diese  Strahleninvolu- 
tion  ist   unabhängig   von  der  Wahl  der  Kurventangente("''>. 

Wählen  wir  die  Tangente  .^^  so  werden  sa  und  sa^ 
aus  dem  Involutionszentrum  F  durch  zwei  homologe  Strahlen 
der  in  P  induzierten  Involution  projiziert.  Der  Schnittpunkt 
sa  liegt  aber (•'^3)  in  der  Diagonallinie  P A^  des  Kurven- 
vierecks SS^A\  und  der  Schnittpunkt  sa^  in  der  Diagonal- 


§  7.    Pol  und  Polare.   Nr.  82.  95 

linie  FA.  Die  beiden  homologen  Strahlen  der  Strahlen- 
involution des  Involutionszentrums  gehen  also  durch  homologe 
Punkte  der  Punktinvolution  der  Involutionsachse: 

Die  durch  eine  krumme  Involution  in  der  Involutions- 
aclise  induzierte  Punktinvolntion  ist  ein  Schnitt  {liegt  per- 
spektiv  zu)  der  im  Involutionszentrum  induzierten  Strahlen- 
involution. 


§  7.    Pol  und  Polare. 

82.    Die   einem  Punkte   zug-eordnete   krumme  In-  s^ 

volution.  Ist  F  ein  beliebiger  Punkt  und  sind  -S  S^  und 
A  Aj  irgend  zwei  Punktpaare  der  Kurve,  deren  Verbindungs- 
linien durch  F  gehen,  so  ist  F  das  Zentrum  der  durch  den 
Wurf  S  S^  .  A  Aj  bestimmten('^24)  krummen  Involution' '''^.  — 
Sind  A  und  A^  irgend  zw^ei  Punkte,  deren  Verbindungslinie 
durch  F  geht,  so  sind  A  und  A^  auch  zwei  homologe  Punkte 
unserer  Involution  *S  Äj  .  A  Aj ;  denn  die  Gerade,  welche  den 
Punkt  A  mit  seinem  homologen  verbindet,  geht  durch  P^"^^) 
und  die  Gerade  F  A  schneidet  die  Kurve  zum  zweiten  Male 
in  A/Ö2). 

Wir  finden  also  den  einem-  Funkte  A  homologen  Funkt 
Aj,  indem  wir  FL.  ziehen  und  den  zweiten  Schnittpunkt  dieser 
Verbindungslinie  mit  der  Kurve  bestimmen.  Die  so  vermittelst 
des  festen  Punktes  F  konstruierte  Involution  wollen  wir  die 
dem  Punkte  F  zugeordnete  krumme  Involution  nennen: 

Jedem  Punkte  F  ist  eine  krumme  Punktinvolution 
zugeordnet,  deren  Zentrum  der  Punkt  F  ist. 
Zusatz.     Gehen  durch  den  Punkt  F  zwei  Tangenten,  so  z 
ist   nach   unserer  Konstruktion    der  Berührungspunkt  jeder 
Tangente    ein    sich    selbst    homologer   Punkt,    d.  h.^^'^)   ein 
Ordnungspunkt : 

1.  Einem  Punkte  P,  durch  den  zwei  Tangenten 
gehen,  ist  eine  hyperbolische^'^e)  krumme  Involution  zu- 
geordnet, deren  Ordnungspunkte  die  Berührungspunkte 
der  beiden  Tangenten  sind.  — 

Ist  F  ein  Kurvenpunkt,  so  ist  nach  unserer  Konstruktion 
dem  Punkt  F  jeder  Punkt,  auch  der  Punkt  F  selbst,  homo- 
log, so  dafs  unsere  Involution  eine7i  Ordnungspunkt  hat: 
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2.  Jedem  Karvenpunkt  P  ist  eine  parabolische^^^e) 
krumme  Involution  zugeordnet,  deren  Ordnungspunkt 
der  Punkt  P  ist. 

88  83.  Die  einer  Gerade  p  zug-eordnete  krumme  Punkt- 
involution. Ist  p  eine  beliebige  Gerade  und  sind  s  s^  und 
a  «j  irgend  zwei  Tangentenpaare  der  Kurve,  deren  Schnitt- 
punkte in  j)  liegen,  so  ist  p  die  Achse  der  durch  den  Wurf 
s  s-^  .aa^  bestimmtenC^^*)  krummen  Involution^^^^.  —  Sind  ö 
und  dj  irgend  zwei  Tangenten,  deren  Schnittpunkt  in  p  liegt, 
so  sind  d  und  ö^  auch  zwei  homologe  Strahlen  unserer  In- 
volution s  s^  .a  a^'^  denn  der  Punkt,  in  dem  der  Strahl  ö  von 
seinem  homologen  geschnitten  wird,  liegt  in  p^"'^^  und  durch 
den  Punkt  p  d  geht  die  Tangente  d^^^^i 

Wir  finden  also  die  einer  Tangente  ö  homologe  ö^,  indem 
wir  p  ö  bestimmen  und  durch  diesen  Schnittjmnkt  die  zweite 
Tangente  legen.  Auf  die  angegebene  Weise  können  wir  ver- 
mittelst der  festen  Gerade  p  eine  Tangenteninvolution  kon- 
struieren. Die  von  den  Berührungspunkten  dieser  Tangenten 
gebildete  Punktinvolution^^^^)  wollen  wir  die  der  festen  Ge- 
rade p  zugeordnete  krumme  Punktinvolution  nennen: 

Jeder  Gerade  p  ist  eine  krumme  Punktinvolution 
zugeordnet,  deren  Achse  die  Gerade  p  ist. 

z  Zusatz,     Schneidet    die   Gerade  i:>    die   Kurve   in   zwei 

Punkten,  so  ist  nach  unserer  Konstruktion  die  Tangente 
jedes  Schnittpunktes  ein  sich  selbst  homologer  Strahl,  der 
Berührungspunkt  also  ein  sich  selbst  homologer  Punkt  der 
konjugiertet!  Punktinvolution: 

1.  Einer  Gerade  p,  die  mit  der  Kurve  zwei  Punkte 
gemeinsam  hat,  ist  eine  hyperbolische  krumme  Punkt- 
involution zugeordnet,  deren  Ordnungspunkte  die  Schnitt- 
punkte sind.  — 

Ist  p  eine  Kurventangente,  so  ist  nach  unserer  Kon- 
struktion der  Gerade  p  jede  Tangente,  auch  p  selbst, 
homolog,  so  dafs  unsere  Tangenteninvolution  eine  Ordnungs- 
tangente, die  zugeordnete  krumme  Punktinvolution  also  einen 
Ordnungspunkt  hat: 

2.  Jeder  Kurventangente  p  ist  eine  parabolische^^^«) 
krumme  Punktinvolution  zugeordnet,  deren  Ordnungs- 
punkt der  Berührungspunkt  der  Tangente  p  ist. 


§  7.    Pol  und  Polare.    Nr.  83—85.  97 

84.  Pol  und  Polare.  Wir  haben  in  aller  Ausführlichkeit  84 
gezeigt,  dafs  mit  einer  krummen  Punktinvolution  ein  Punkt 
P,  das  InvolutionszentrumC^^^  und  eine  Gerade  p^  die  In- 
volutionsachse^^^),  verbunden  ist  und  ferner,  dafs  auch  um- 
gekehrt mit  jedem  Punkte  P^^^)  und  mit  jeder  Gerade  p^^^^ 
eine  krumme  Punktinvolution  verbunden  ist.  Es  ist  also 
auch  mit  jedem  Punkte  P  eine  bestimmte  Gerade  und  mit 
jeder  Gerade  p  ein  bestimmter  Punkt  verbunden.  Für  die 
folgenden  Anvy^endungen  nun  ist  es  vorteilhaft,  diesen  Zu- 
sammenhang zwischen  Punkt  und  Gerade  [scheinbar]  los- 
zulösen von  dem  vermittelnden  Begriff  der  krummen  Punkt- 
involution, um  [wenigstens  in  Worten]  einen  direkten 
Zusammenhang  zwischen  Punkt  und  Gerade  herzustellen. 
Diesem  Zwecke  dienen  die  folgenden  beiden  Definitionen.  — 

Da  eine  Involution  durch  zwei  Elementenpaare  bestimmt 
ist(^2*),  so  kann  es  weder  zwei  Punkte  noch  zwei  Geraden 
geben,  die  dieselbe  krumme  Punktinvolution  erzeugen^^^  u  83) . 
wohl  aber  kann  ein  Punkt  dieselbe  Involution  erzeugen  wie 
eine  Gerade. 

1.  Definition:  Die  Gerade,  welche  dieselbe  krumme 
Punktinvolution  erzeugt  wie  der  Punkt  P,  heifst  die  Polare 
des  Punktes  P. 

2.  Definition:  Der  Punkt,  der  dieselbe  krumme  Punkt- 
involution erzeugt  wie  die  Gerade  p,  heifst  der  Pol  der 
Gerade  p. 

Aus  dieser  Definition  ergiebt  sich  sofort  der 

3.  Lehrsatz:  Der  Punkt  P  ist  der  Pol  der  Gerade 
p,  wenn  iJ  die  Polare  von  P  ist,  oder 

Die  Gerade  p  ist  die  Polare  des  Punktes  P,  wenn 
P  der  Pol  von  p  ist; 
und  ferner: 

4.  Die  Involutionsachse  ist  die  Polare  des  Involutions- 
zentrums oder 

Das  Involutionszentrum  ist  der  Pol  der  Involutions- 
achse. 

85.  Poldreieek.    Aus  vier  Kurvenpunkten  A  A  B  f  lassen  85 
sich    drei    krumme    Würfe^^»)    bilden :    AA.BT;    AB. TA; 

A  r  .  A  B.  Jeder  Wurf  bestimmt  eine  krumme  Involution^^^*) . 
von  der  ersten  z.  B.  ist  der  Diagonalpunkt  P  =  (A  A)  (B  f) 
das  Involutionszentrum  und  die  Verbindungslinie  der  beiden 
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andern  Diagonalpunkte  die  Involutionsachse^^^il  Von  dem 
Kurvenviereck  A  A  B  f  ist  daher*^^^*)  jeder  Diagonalpunkt  der 
Pol  der  gegenüberlieg-enden  Diagonallinie.  Nennen  wir  ein 
Dreieck,  dessen  Ecken  die  Pole  ihrer  Gegenseiten  sind,  ein 
Poldreieck,  so  können  wir  das  Ergebnis  kurz  so  aussprechen: 

1.  Das  Diagonaldreieck  jedes  Kurvenvierecks    ist    ein 
Poldreieck. 

Ebenso  ergiebt  sich^^^^^): 

2.  Das   Diagonaldreiseit  jedes   Kurvenvierseits   ist 
ein  Poldreieck. 

86         86.   Punkte,   die   in   der  Polare   lieg-en.    Ist  P  der 

Diagonalpunkt  (»S8j)(AAj)  des  Kurvenvierecks  aSaS^AA^ 
(Fig.  60),  mit  andern  Worten,  ist  P  das  Zentrum  (^^j  ^^j. 
durch  aS  »S^  .  A  Aj   bestimmten  krummen  Involution,  so  liegen 


Flg.  60. 

die  beiden  andern  Diagonalpunkte  in  der  Involutionsachse^^'^i^ 
also^^^*)  in  der  Polare  p  von  P.  —  Schneidet  p  die  Seite 
A  Aj  in  £/,  so  ist  U  von  P  durch  A  und  A^  harmonisch  ge- 
trennt^^-is).  —  Die  Tangenten  a  und  «^  in  A  und  A^  schneiden 
sich  in  einem  Punkte  T  von  p^'^^\  —  Wir  haben  also  den 
Lehrsatz:  In  der  Polare  eines  Punktes  P  liegen 

1.  zwei  Diagonalpunkte  jedes  Kurvenvierecks,  dessen 
dritter  Diagonalpunkt  P  ist; 

2.  jeder  Punkt  U,  der  durch  zwei  Kurvenpunkte,  deren 
Verbindungslinie  durch  P  geht,  von  P  harmonisch  ge- 
trennt ist; 

3.  jeder  Punkt  T,  in  dem  sich  zwei  Tangenten  schneiden^ 
deren  Berührungspunkte  mit  P  in  einer   Gerade  liegen. 


§  7.    Pol  und  Polare.   Nr.  86—87.  99 

Zusatz.     Gehen    durch    den    Punkt  P   zwei  Tangenten  z 
der  Kurve,    so   ist    ihm   eine   hyperbolische  Involution  (^^  z  d 
zugeordnet;  die  Verbindungslinie  der  Ordnungspunkte  ist  die 
Achse  der  hyperbolischen  Involution* ^o^),  also(ö*«>  die  Polare 
von  P: 

1.  Gehen  durch  einen  Punkt  P  zwei  Tangenten^  so 
liegen  die  Berührungspunkte  dieser  Tangenten  in  der 
Polare  von  P.  — 

Ist  P  ein  Kurvenpunkt,  so  ist  die  zugeordnete  Involution 
parabolisch^^2Z2).  ^jg  Involutionsachse  einer  parabolischen 
Involution  ist  die  Tangente^^^  ^) : 

2.  Die  Polare  eines  Kurvenpunktes  ist  seine  Tangente.  — 

3.  Jeder  Punkt,  der  in  seiner  Polare  liegt,  ist  ein 
Kurvenpunkt. 

Wäre  P  nicht  ein  Punkt  der  Kurve,  so  würde  die 
Gerade,  welche  P  mit  einem  beliebigen  Kurvenpunkt  A  ver- 
bindet, die  Kurve  noch  in  einem  zweiten^^^)^  Yon  p  ver- 
schiedenen Punkt  A^  schneiden;  die  Polare  von  P  müfste 
dann  durch  den  von  P  durch  A  und  A^  harmonisch  ge- 
trennten Punkt  ü  gehen(^^2),  während  sie  doch  durch  P  geht. 

87.   Geraden,  die  durch  den  Pol  g*ehen.    Ist  p  die  s? 
Diagonallinie  {ss^)  {a  «J  des  Kurvenvierseits  ss^  aa^  (Fig.  61), 
mit  andern  Worten    ist  p  die  Achse  (^^^  der    durch   die  Be- 


Fig.  61. 

rtihrungspunkte  *S  *S^  .  A  A^  bestimmten  Involution,  so  gehen 
die  beiden  andern  Diagonallinien  durch  das  Involutions- 
zentrum^^oa)^  also^^^*^  durch  den  Pol  P  von  p.  —  Wird  P  aus 
der  Ecke  «  a^   durch  u  projiziert,    so   ist  u  von  p  durch  a 
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und  a^  harmonisch  getrennt^^s^)  —  j)[q  Berührungspunkte 
der  Tangenten  a  und  a^  liegen  in  einem  Strahle  t  von  F^''^\ 
—  Wir  haben  also  den 

Lehrsatz :     Durch  den  Pol  eine?'  Gerade  p  gehen 

1.  zwei  Diagonallinien  jedes  Kurvenvier seits,  dessen 
dritte  Diago7iallinie  p  ist; 

2.  jede  Gerade  u,  die  durch  zwei  Tangenten,  deren 
Schnittpunkt  in  p  liegt,  von  p  harmonisch  getrennt  ist; 

3.  jede  Gerade  i,  die  zwei  Kurvenpunkte  verbindet, 
deren   Tangenten  sich   in  einem  Punkte    von  p  schneiden. 

Zusatz.  Schneidet  die  Gerade  p  die  Kurve  in  zwei 
Punkten,  so  ist  ihr  eine  hyperbolische  Involution^^^  ^  ^)  zu- 
geordnet; der  Schnittpunkt  der  Tangenten  in  den  Ordnungs- 
punkten ist  das  Involutionszentrum^^*^  '^\  also^*^^*)  der  Pol  von  p : 

1.  Schneidet  die  Gerade  p  die  Kurve  in  zwei  Punkten, 
so  gehen  die  Tangenten  dieser  Schnittpunkte  durch  den 
Pol  von  p.  — 

Ist  p  eine  Tangente,  so  ist  die  zugeordnete  Involution 
parabolisch(^^^2).  (j^g  Involutionszentrum  einer  parabolischen 
Involution  ist  der  Berührungspunkt  von  p^^'^  ^) : 

2.  Der  Pol   einer   Tangente   ist  ihr  Berührungspunkt. 

3.  Jede  Gerade,  die  durch  ihren  Pol  geht,  ist  eine 
Tangente  (vgl.  86  Z  3). 

88.  Konstruktion  der  Polare.  Die  Polare  eines 
Punktes  P  finden  wir^^^) 

1.  vermittelst  eines  Kurvenvierecks,  dessen  einer 
Diagonalpunkt  P  ist:  indem  wir  die  beiden  andern 
Diagonalpunkte  verbinden ; 

2.  vermittelst  zweier  Punktpaare  S  S^  und  A  Aj ,  deren 
Träger  durch  P  gehen:  indem  wir  die  von  P  durch  diese 
beiden  Punktpaare  harmonisch  getrennten  Punkte  mit  ein- 
ander verbinden; 

3.  vermittelst  zweier  Tangentenpaare  s  s^  und  a  a^ , 
deren  Berührungspunkte  mit  P  in  einer  Gerade  liegen:  in- 
dem wir  die  Schnittpunkte  dieser  Tangentenpaare  mit  ein- 
ander verbinden. 

89.  Konstruktion  des  Pols.  Den  Pol  einer  Gerade  p 
finden  wir^^^) 
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§  7.   Pol  und  Polare.    Nr.  88—90.     *        '  l^\l 

1.  vermittelst  eines  Kurvenvierseits,  dessen  eine  Diagonal- 
linie p  ist:  indem  wir  den  Schnittpunkt  der  beiden  andern 
Diagonallinien  bestimmen ; 

2.  vermittelst    zweier    Tangentenpaare    s  s^    und   a  a 
deren  Schnittpunkte    in  p   liegen:    indem  wir   den  Schnitt 
punkt   der    durch  diese  beiden  Tangentenpaare  von  p  har 
monisch  getrennten  Geraden  bestimmen; 

3.  vermittelst  zweier  Punktpaare  *S  S^  und  A  A^,  deren 
Tangenten  sich  auf  p  sehneiden :  indem  wir  den  Schnitt- 
pimkt  der  Träger  dieser  beiden  Punktpaare  bestimmen. 

90.  Involutopisehe  Lage  von  Pol  und  Polare. 

1.  Lehrsatz:  Ist  P  ein  beliebiger  Punkt  und  Q 
irgend  ein  Punkt  seiner  Polare,  so  läfst  sich  stets  ein 
Kurvenviereck  zeichnen,  von  dem  P  und  Q  zwei 
Diagonalpunkte  sind  und  von  dem  eine  Ecke  in  den 
beliebigen  Kurvenpunkt  S  fällt. 

Lösung:  Wir  verbinden  den  beliebigen  Kurvenpunkt  aS 
(Fig.  62)  mit  P  und  den  Punkt  *S^,  in  dem  diese  Ver- 
bindungslinie die  Kurve  zum  zweiten  Male  schneidet,  mit  Q. 
Schneidet  Q  S^  die  Kurve  zum  zweiten  Male  in  A,  so  ziehen 
wir  noch  A  P  und  bezeichnen  den  zweiten  Schnittpunkt 
von  A  P  und  der  Kurve  durch  A^ . 

Da  von  diesem  Kurvenviereck 
S  aSj^  A  Aj^    nach  der  Konstruktion  X* 

P  ein  Diagonalpunkt  ist,  so  mufs  /  \  ^x 

jeder  der  beiden  andern  Diagonal-  S'cL\a  ^\ 

punkte  in  der  Polare  p  liegen^^^^) ;  Z/^2llr:r~i:5^  _ 

es  mufs  daher,  weil  S^  A  die  Polare       ^   '  /  /y^y^--^^^ 
in  Q  schneidet,  Sk^  durch  Q  gehen,  j/^^^-^^^^^ 

so  dafs   aS  aSj  A  A^    das  verlangte        Sfi^^'^^ 
Kurvenviereck  ist.  —  ^ig.  62. 

Auch  die  Gegenseiten  -S  A  und  S^  A^  des  gezeichneten 
Kurvenvierecks  schneiden  sich  in  einem  Punkte  R  (Fig.  62) 
der  Polare  ^9(861);  und  da  die  Diagonallinie  RP  des  Kurven- 
vierecks >S  aSj  A  A^  die  Polare  des  gegenüberliegenden 
Diagonalpunktes  Q  ist^^^^,  so  haben  wir  gleichzeitig  zum 
Punkte  Q  die  Polare,  die  Gerade  P  Ä,  gefunden.  Da  Q 
ein  beliebiger  Punkt  von  P  ist,  so  haben  wir  den 

2.  Lehrsatz :  Die  Polaren  der  Punkte  einer  Gerade 
gehen  durch  einen  Punkt,  den  Pol  der  Gerade.  — 
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Halten  wir  (Fig.  62)  den  Punkt  P  und  den  Punkt  Ä, 
und  mithin  auch  aS^,  fest  und  lassen  Q  auf  der  Polare  sich 
bewegen,  so  ist 

Der  Strahlenbtischel  P  (R)  beschreibt  also  einen  zu  der 
Punktreihe  Q  projektiven  Strahlenbtischel.  Wenn  Q  m  R 
fällt,  so  fällt  A^  in  A,  R  also  in  Q.  Der  Strahlenbtischel 
P{R)  und  die  Punktreihe  Q  haben  also  involutorische  Lage^^^'l 
Da  P{R)  die  Polare  von  Q  \^i^^^\  so  haben  wir: 

3.  Die  Punkte  einer  Gerade  und  die  Strahlen  ihres 
Pols  sind  involutorisch  auf  einander  bezogen,  wenn  man 
jedem  Punkte  der   Gerade  seine  Polare  zuweist.  — 

Wir  gehen  jetzt  nicht  wie  bisher  von  einer  Gerade  /), 
sondern  von  einem  beliebigen  Punkte  P  aus ;  a  und  b  seien 
zwei  seiner  Strahlen  und  A  und  B  die  Pole  von  a  und  b. 
Ziehen  wir  die  Verbindungslinie  A  B  =pj  so  mtissen,  weil 
a  und  b  die  Polaren  von  A  und  B  sind(^^»\  die  Polaren  der 
Punkte  ABC...  der  Gerade  p  durch  P  gehen^^'^^)  und  pro- 
jektiv auiABC...  bezogen  sein^^^»).  Da  demnach  den 
Strahlen  ab  c  eines  beliebigen  Punktes  P  die  Pmikte  einer 
Gerade  p  als  Pole  zugeordnet  sind,  so  können  wir  den 
beiden  vorhergehenden  Sätzen  die  folgenden  hinzufügen: 

4.  Die  Pole  der  Strahlen  eines  Punktes  liegen  in  einer 
Gerade,  der  Polare  des  Punktes. 

5.  Die  Strahlen  eines  Punktes  und  die  Punkte  seiner 
Polare  sind  involutorisch  auf  einander  bezogen,  wenn  mari 
jedem  Strahl  des  Punktes  seine  Polare  zuweist. 

91         91.  Die  Pole  eines  krummen  Strahlenbüsehels.   Ist 

uns  eine  krumme  Punktreihe,  die  wir  kurz  mit  k"^  bezeichnen 
wollen,  gegeben  und  aufserdem  zwei  projektive  gerade 
Punktreihen  AB  C .  ..^A^  B^  ^i  •  •  •  in  den  Trägern  s  und 
s^ ,  so  wissen  wir,  dafs  die  Polaren  ab  c . . .  der  Punkte 
ABC...  den  geraden  Strahlenbtischel  *S  und  die  Polaren 
a^b-^  c^  . . .  von  A^  B^  C^  . . .  den  geraden  Strahlenbtischel  S^ 
bilden(902)  und  dafs  ab  c  . .  .'/{a^^  b^  c^  . . .  ist^^o«  u.  30,)  yo^  ^qj. 
Verbindungslinie  A  A^  =  a  ist  der  Schnittpunkt  aa^=  A 
der  PoF^^«^  Da  nun  die  Geraden  a  ß  y  . .  ..  die  die  homo- 
logen Punkte  zweier  projektiven  geraden  Punktreihen  s  und 
s^  verbinden,    die  Strahlen  eines  krummen  Strahlenbtischels 
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52(42).  ^^j(j  ^[q  Punkte  ABT...,  in  denen  sich  die  homologen 
Strahlen  zweier  projektiven  geraden  Strahlenbüschel  S  und  S^ 
schneiden,  die  Punkte  einer  krummen  Punktreihe  aS-  sind, 
so  haben  wir  den 

1.  Lehrsatz:  Die  Pole  der  Strahlen  eines  krummen 
Büschels  bilden  eine  krumme  Punktreihe.  — 

Bezeichnen  wir  den  Schnittpunkt  s  s^  der  Träger  s 
und  s^  durch  M,  so  ist  die  Polare  von  M=s  s^  die 
Verbindungslinie  S  S^  =  mS^^*\  Ist  M^  der  dem  Punkte  M 
in  s^  homologe  Punkt,  also^^^^  der  Berührungspunkt  des 
Strahles  s^,  und  m^  seine  Polare,  so  ist  m^  der  dem  Strahl 
aS  5^  =  m  homologe  Strahl  und  daher^^^)  die  Tangente  in  ^S^. 
Dem  Berührungspunkte  M^  von  s^  entspricht  also  die  Tan- 
gente m^  des  Poles  S^.  Da  wir  zur  Konstruktion  von  s- 
statt  des  Strahles  s^  jeden  andern  Strahl  des  krummen 
Büschels  verwenden  können^^*^^,  so  können  wir  dem  vorher- 
gehenden Satze  den  folgenden  hinzufügen: 

2.  Die  Polaren  der  Berührungspunkte  des  krummen 
Strahlenbüschels  s-  sind  die  Tangenten  der  krummen 
Punktreihe  aS^. 

Zusatz.     Man  nennt  die  krummen  Grundgebilde  s-  und  z 
S-  Polarfiguren    und    die   Konstruktion,    durch    die   wir  die 
eine    Figur    aus    der    andern    erhalten    haben,    Polarisation, 
Durch  eine  solche  Polarisation  erhalten  wir  zu  jedem  Satze 
einen  dualen^ '\ 

Wählen  wir  z.  B.  sechs  Strahlen  von  6-,  so  sind  ihre 
sechs  Pole  Punkte  von  S-.  Nehmen  wir  nun  an,  dafs  der 
Satz  des  Pascal  bewiesen  wäre,  so  würde,  weil  die  Polaren 
dreier  Punkte,  die  in  einer  Gerade  (der  Pascalschen)  liegen, 
durch  einen  Punkt  gehen^^'^^)^  aus  unserer  Polarisation  der 
Lehrsatz  des  Brianchon^^^)  folgen.  Die  hier  gelehrte  Polari- 
sation berechtigt  uns  also  zur  Verwendung  des  Gesetzes  der 
Dualität^"\ 
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92.    Konjugriepte    Involution.    Wenn    der   Punkt    Q  92 
in  der  Polare  p  von  P  liegt,    so  geht  die  Polare  q  von  Q 
durch  P^^^^K     Wenn  also  ein  Punkt  Q    in   der  Polare  eines 
andern  Punktes  P  liegt,  so  liegt  auch  dieser  zweite  Punkt  P 
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in  der  Polare  des  ersten  Punktes  Q.    Wir  können  demnach 
die  folgende  Definition  aufstellen: 


1.  Definition.  Zicei  Funkte 
heifsen  hinsichtlich  einer  Kurve 
konjugiert,  wenn  der  eine  in 
der  Polare  des  andern  liegt. 

Hieraus  ergiebt  sich: 

2.  Sind  zwei  Punkte  einem 
dritten  konjugiert,  so  ist  ihre 
Verbindungslinie  die  Polare 
des  dritten  Punktes  (Definition). 

3.  Ein  Diagonalpunkt  eines 
Kurvenvierecks  ist  jedem  der 
beiden  andern  Diagonalpunkte 
konjugiert^^^i). 

4.  Zwei  konjugierte  Punkte 
werden  durch  zwei  Kurven- 
punkte, die  mit  ihnen  in  einer 
Gerade  liegen ,  harmonisch 
getrenntes  ^2).  — 


1.  Definition.  Zivei  Geraden 
heißen  hinsichtlich  einer  Kurve 
konjugiert^  wenn  die  eine  durch 
den  Pol  der  andern  geht. 

2.  Sind  zwei  Geraden  einer 
dritten  konjugiert,  so  ist  ihr 
Schnittpunkt  der  Pol  der 
dritten  Gerade  (Definition). 

3.  Eine  Diagonallinie  eines 
Kurvenvierseits  ist  jeder  der 
beiden  andern  Diagonallinien 
konjugiert^^^^). 

4.  Zwei  konjugierte  Ge- 
raden werden  durch  zwei 
Kurventangenten,  die  mit  ihnen 
durch  einen  Punkt  gehen^ 
harmonisch  getrenntes^«).  — 

Ist  j>  eine  beliebige  Gerade,  P  ihr  Pol  und  Q  ein  be- 
liebiger Punkt  von  p ;  schneidet  ferner  die  (durch  P  gehende) 
Polare  q  von  Q  die  Gerade  'p  in  R^  so  sind  Q  und  R  zwei 
konjugierte  Punkte,  P  Q  und  PR  zwei  konjugierte  Geraden. 
Lassen  wir  Q  in  der  Gerade  p  sich  bewegen,  so  bilden  Q  und 
R   zwei   projektive  Punktreihen  in  involutorischer  Lagee^*^»): 


5.  Die  konjugierten  Punkte^ 
die  in  einer  Gerade  liegen, 
sind  Punktpaare  einer  Invo- 
lution; diese  Livolution  hei f st 
die  konjugierte  Punktinvolution 
der   Gerade. 


5.  Die  konjugierten  Strahlen, 
die  durch  einen  Punkt  gehen, 
sind  Strahlenpaare  einer  Invo- 
lution; diese  Involution  heifst 
die  konjugierte  Straldeninvo- 
lution  des  Punktes. 


6.  Die  konjugierte  Punktinvolution  einer  Gerade 
liegt  perspektiv  zu  der  konjugierten  Strahleninvolution 
ihres  Poles.  — 

Schneidet  die  Gerade  p  die  Kurve  in  einem  Punkte  K, 
so  ist  die  Polare  von  K  die  Tangente  in  iCesßz.);  ^^j. 
Punkt  K  ist  demnach  sich  selbst  konjugiert,  also  ein  Ord- 
nungspunkt ^373)  der  konjugierten  Involution  von  p. 


§  8.    Konjugierte  Involutionen.   Nr.  93. 
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Ist  p  die  Tangente  in  K^  so  fällt  die  Polare  von  K 
mit  p  zusammen  (^^  ^2) ;  jeder  Punkt  von  p  ist  daher  als  dem 
Punkte  K  konjugiert  anzusehen.  Die  konjugierte  Punkt- 
involution einer  Tangente  ist  daher  parabolisch  ^^^\ 


7.  Jeder  Kurvenpunkt  ist 
sich  selbst  konjugiert;  er  ist 
daher  ein  Ordnungspunkt  in 
der  konjugierten  Involution 
jeder  durch  ihn  gehenden 
Gerade ,  insbesondere  auch 
der  Ordnungspunkt  der  para- 
bolischen Involution  seiner 
Tangente. 


7.  Jede  Tangente  ist  sich 
selbst  konjugiert;  sie  ist  da- 
her ein  Ordnungsstrahl  in 
der  konjugierten  Involution 
jedes  in  ihr  liegenden  Punktes, 
insbesondere  auch  der  Ord- 
nungsstrahl der  parabolischen 
Involution  ihres  Berührungs- 
punktes. 


93.  Elliptische,  hyperbolische  und  parabolische 
konjugierte  Involutionen.  Hat  die  konjugierte  Punkt- 
involution einer  Gerade  p  zwei  Ordnungspunkte  K  und  i, 
so  heifst  das  ^^-'^\  K  sowohl  wie  L  liegt  in  seiner  Polare ; 
R  und  L  sind  daher  (^^  ^3)  Kurvenpunkte^  d.  h.  die  Gerade 
p  schneidet  die  Kurve  in  K  und  L. 

Ist  die  konjugierte  Involution  von  p  parabolisch,  so 
heifst  das,  die  Polaren  aller  Punkte  der  Gerade  gehen 
durch  den  Ordnungspunkt;  dieser  ist  also  der  Pol  der 
Gerade  (^^«l  Der  Ordnungspunkt  ist  daher,  weil  er  in  seiner 
Polare  liegt,  ein  Kurvenpunkt  (^^  ^3)  und  die  Gerade  p  eine 
Tangente  (^^  ^»l 

Wir  fassen  die  Ergebnisse  noch  einmal  zusammen: 
Die  Kurve  erzeugt 


in    jeder    Gerade    eine    konju 
gierte  Punktinvolution. 

Ist  diese  konjugierte  Involution 
1.  elliptisch. 


in  jedem  Punkte    eine   konju- 
gierte Strahleninvolution. 


so  hat  die  Gerade  keinen  Punkt 
mit  der  Kurve  gemeinsam; 


so  geht  durch  den  Punkt  keine 
Tangente; 


2.  hyperbolisch, 


so    schneidet    die    Gerade    die 
Kurve  in  zwei  Punkten: 


so    gehen     durch    den    Punkt 
zwei  Tangenten; 


3.  parabolisch, 


so  ist  die  Gerade  eine  Tangente. 


so    liegt    der    Punkt    auf   der 
Kurve. 
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A  Anmerkung,     Durch  diesen  Satz  sind  sämtliche  Geraden 

und  Punkte  in  Beziehung  zur  Kurve  gesetzt,  während  wir 
bis  jetzt  nur  von  solchen  Geraden  und  Punkten  etwas  aus- 
zusagen wufsten  ^^'^\  die  die  Kurve  in  einem  Punkte  schnitten 
oder  von  denen  aus  sich  ei?ie  Tangente  ziehen  liefs.  Da 
wir  unsere  fernem  Sätze  auf  diese  konjugierten  Involu- 
tionen stützen,  ergiebt  sich  für  uns  nirgendwo  das  Bedürfnis, 
das  aus  der  Algebra  in  die  Geometrie  eingedrungene  Wort 
imaginär  zu  gebrauchen. 

94  94.  Zwei  Poldreiecke.     Die  Punkte  Ä   einer    Gerade 

p  und  ihre  Polaren  a  sind  einander  projektiv  ^^*^*^;  die  Po- 
laren a  schneiden  daher  jede  Gerade  2\  in  einer  zur  Punkt- 
reihe A  projektiven  Punktreihe  A^.  Da  ^  und  A^  ein- 
ander konjugiert  sind^^äi)^  so  können  wir  sagen: 


1.  Zwei  gerade  Punktreihen 
sind  projektiv  anf  einander 
bezogen^  wenn  man  den  Punkten 
der  einen  die  ihnen  konjugierten 
der  andern  zuweist.  — 


1.  Zwei  gerade  Strahlen- 
hüschel  sind  projektiv  auf  ein- 
ander bezogen^  ivenn  man  den 
Strahlen  des  einen  die  ihnen 
konjugierten  des  andern  zu- 
weist. — 
Ist  PQR  ein  Poldreieck  ^^s)  und  F^  Q^  R^  ein  zweites 
Poldreieck,  so  läfst  sich  beweisen,  dafs  die  Punkte  QRQ^R^ 
aus  P  und  P^  durch  projektive  Strahlengruppen  projiziert 
werden.  —  Da  nach  der  Definition  R  der  Pol  von  P  Q  ist, 
so  sind  P{Q)  und  P^{R)  konjugierte  Strahlen  (92i).  Ebenso 
sind  P{R)  und  P,  (Q)  konjugierte  Strahlen  und  ferner  P{Q,) 
und  P,  {R,),  P{R,)  und  P,  (QJ;  mithin 

P{QRQ,  ^i)  ^''^^  aPARQ  ^1  Qi)  ^''^  Ä^AQ^  Qi  ^i)' 

d.h.    die    sechs    Fnnkte  P  Q  R  P^  Q^  R,    liegen    in    einer 
Kurve  (^2). 

Da  die  Seiten  der  beiden  Poldreiecke  die  Polaren  ihrer 
Gegenecken  sind,  so  ergiebt  sich  ebenso,  dafs  die  sechs 
Seiten  einem  krummen  Strahlenbüschel  angehören: 

2.  Die  sechs  Ecken  zweier  Poldreiecke  gehören 
einer  krummen  Punktreihe,  ihre  sechs  Seiten  einem 
krummen  Strahlenbüschel  an 


oder 


Es  giebt  immer  eine  Kurve,  der  zwei  beliebige 
Poldreiecke  eingeschrieben  sind,  und  eine  zweite  Kurve, 
der  die  beiden  Poldreiecke  umgeschrieben  sind. 


§  8.    Konjugierte  Involutionen.   Nr.  94 — 95. 
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Fig.  63. 


95.  Konjugrierte  Punkte  und  Strahlen  in  den  Seiten 
und  Ecken  eines  Dreiecks.  Ist  ABC  (Fig.  63)  ein  be- 
liebiges Dreieck  und  A^  der  Punkt  der  Seite  B  C,  der  der 
Gegenecke  A  konjugiert  ist; 
sind  ferner  B^  und  C^  die 
Punkte  der  Seiten  CA  und 
A  B,  die  den  Gegenecken  B 
und  C  konjugiert  sind,  so 
soll  bewiesen  werden,  dafs 
A^  B^  C^  in  einer  Gerade 
liegen. 

Wenn  die  Polare  a  des 
Punktes    A,    die    durch   A^ 
geht,    die    Seite  C  A    in    E 
und    die    Seite    A  B   in    F 
schneidet,     so    sind    den    Punkten    ACB^E    die    Punkte 
FC^B  A  konjugiert: 

A  CB^E^^^^)  ^{FC^BA  (^^^  ÄABC^  F. 

Es    geht    daher  (34)   B^  C^    durch   den   Schnittpunkt  A.    von 
BC  und  EF: 

1.  Die  Punkte  in  den  Seiten  eines  Dreiecks,  die 
den  Gegenecken  konjugiert  sind,  liegen  in  einer 
Gerade.  — 

Sind  ferner  h  und  c  (Fig.  63)  die  Polaren  der  Ecken 
B  und  C  des  Dreiecks  A  B  C,  so  bilden  die  drei  Polaren 
abc  ein  Dreieck,  dessen  Seiten  die  Seiten  des  Dreiecks 
AB  C  in  drei  Punkten  A^  B^  C^  schneiden,  die,  wie  wir 
eben  bewiesen  haben,  in  einer  Gerade  liegen.  Die  beiden 
Dreiecke  ^^C  und  abc  haben  daher  (^5)  Perspektive  Lage: 

2.  Das  Dreieck,  das  von  drei  beliebigen  Punkten 
gebildet  wird,  liegt  perspektiv  zu  dem  Dreiseit,  das 
von  den  Polaren  der  drei  Punkte  gebildet  wird.  — 

Die  Verbindungslinien  homologer  Ecken  A  und  {b  c), 
B  und  (c  a),  C  und  (a  b)  gehen  durch  einen  Punkt  P  ^^^K 
Weil  nun  (6  c)  der  Pol  von  {B  C)  ist  (^o.)^  so  ist  A  {b  c)  der 
Strahl  von  A,  der  der  Gegenseite  B  C  konjugiert  ist;  ebenso 
sind  B  {c  a)  und  C  {a  b)  die  den  Gegenseiten  C  A  und  A  B 
kon j  ugierten  Strahlen : 

3.  Die  Strahlen  in  den  drei  Ecken  eines  Dreiseits, 
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die    den    Gegenseiten    konjugiert    sind,    gehen    durch 
einen  Punkt.  — 

Da  -4^  als  Punkt  von  B  C  dem  Pole  h  c  von  B  C  und 
ferner  dem  Punkte  A  konjugiert  ist,  so  ist  A  (b  c)  die  Polare 
von  A^  (922)     Ebenso  ist  B  (c  a)  die  Polare  von  B^ : 

4.  Der  Punkt  P,  in  dem  sich  die  den  Gegenseiten 
konjugierten  Strahlen  der  drei  Ecken  eines  beliebigen 
Dreiecks  schneiden,  ist  der  Pol  der  Gerade,  in  der 
die  drei  Punkte  der  Seiten  liegen,  die  den  Gegenecken 
konjugiert  sind. 
96  96.  Satz  von  Hesse(2J'^.   Sind  ^  und  .4,  (Fig.  64)  irgend 

zwei  konjugierte  Punkte  und  ebenfalls  ^und^j,  so  erhält 
man,  vrenn  man  die  Verbindungslinien 
AB  =  p  und  A-^  B^  =  p^  zieht,  in  p 
und  pj  zwei  projektive  Punktreihen, 
wenn  man  den  Punkten  von  p  die 
ihnen  konjugierten  von  p^^  zuordnet  ^^^^\ 
Wenn  die  Polare  des  Schnittpunktes 
C  von  p  und  p.^  die  Gerade  p  in  JD 
und  p^  in  D^  schneidet,  so  ist  dem 
Punkte  C  in  p  der  Punkt  D  und  in  p^ 
Fig.  64.  der  Punkt  B^  konjugiert^^^^): 

AB  CD  (94r)  ^  A^  B^  D^  C  (3^)  ^B^A^C  D^. 
Da  der  Schnittpunkt  C  der  beiden  Träger  sich  selbst 
entspricht,  so  schneiden  sich  A  B^  und  A^  B  in  einem 
Punkte  C^  von  D  D^  (^4)^  also  (^^a)  in  einem  dem  Punkte  C 
konjugierten  Punkte.  Da  AA^^BB^^  C C^  die  Gegenecken 
des  von  p  p,  {A  B^  {A^  B)  gebildeten  Vierseits  sind,  so  läfst 
sich  das  Ergebnis  so  in  Worte  kleiden: 


Sind  zwei  Ecken  eines  Vier- 
seits ihren  Gegenecken  konju- 
giert^ so  ist  auch  die  dritte 
Ecke  ihrer  Gegenecke  konjugiert. 


Sind  zwei  Seiten  eines  Vier- 
ecks ihren  Gegenseiten  konju- 
giert, so  ist  auch  die  dritte 
Seite  ihrer  Gegenseite  konjugiert. 


97.  Poldreieck  und  Kurvenviereck.  Zu  einem  be- 
liebigen Punkte  F  und  irgend  einem  Punkte  Q  seiner 
Polare  p  haben  wir,  ausgehend  von  einem  beliebigen  Kurven- 
punkte aS,  in  Nr.  90j  ein  Kurvenviereck  gezeichnet,  von 
dem  F  und  Q  zwei  Diagonalpunkte  sind.  Mit  Hülfe  des 
Begriifes  der  konjugierten  Punkte  können  wir  den  Satz 
Nr.  90i  nunmehr  so  aussprechen: 
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1.  Wenn  von  einem  Kurven- 
viereck zwei  Gegenseiten  sich 
in  dem  Punkte  P  schneiden 
und  eine  dritte  Seite  durch 
den  dem  Punkte  P  konjugierten 
Punkt  Q  geht^  so  geht  auch 
die  Gegenseite  dieser  dritten 
Seite  durch  Q.  —  Die  fünfte 
und  sechste  Seite  gehen  durch 
den  Pol  P  von  PQ  (»o«). 

Da   durch   die   beiden 


1.  Wenn  von  einem  Kurven- 
vierseit  zwei  Gegenecken  in  der 
Gerade  p  liegen  und  eine  dritte 
Ecke  in  der  der  Gerade  p 
konjugierten  Gerade  q  liegt^  so 
liegt  auch  die  Gegenecke  dieser 
dritten  Ecke  in  q.  —  Die 
fünfte  und  sechste  Ecke  liegen 

der  Polare  r  von  p  q. 


m 


konjugierten  Punkte  P  und  Q 
der  Pol  R  ihrer  Verbindungslinie  PQ  bestimmt  ist,  mit 
andern  Worten,  da  durch  zwei  konjugierte  Punkte  ein  Pol- 
dreieck bestimmt  ist,  so  ergiebt  die  vorhergehende  Kon- 
struktion, dafs  es  unendlich  viele  Kurvenvierecke  giebt^  von  denen 
ein  beliebiges  Poldreieck  ein  Diagonaldreieck  ist.  — 

An  unsere  Betrachtungen  schliefsen  vrir  die  (sich  selbst 
duale) 

2.  Aufgabe:    Eine  Kurve  zu  zeichnen,  von  der  ein 
Punkt,  seine  Tangente  und  ein  Poldreieck  gegeben  ist. 

In  Zeichen:  Sg{PQR). 
Ist  uns  ein  Punkt  P,   seine  Polare  p  und  ein  Kurven- 
punkt  S   gegeben,   so    ist   der  von  S   durch  P  und  p  har- 
monisch   getrennte    Punkt   S^    ein    neuer    Kurvenpunkt  ^^^^\ 
Wir  erhalten  also  aus   den   gegebenen  Stücken   sofort   drei 


Fig.  65. 


neue  Kurvenpunkte.  —  Ein  aufmerksames  Verfolgen  der 
Fig.  65  ergiebt,  wie  man  neue  Kurvenpunkte  und  durch 
sie  die  Kurve  zeichnen  kann. 
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Zur  Übung  (^^  ^h  S  S^  A  (Pp)-,  S  S^  g  {P  j-^)]  Sog,  (Pp); 
GG,a{Ppy,   Sco{Pp){Qq). 

98.  Konjug-ierte  gerade  und  krumme  Involution. 
Weil  die  Punkte  einer  Gerade  p  und  die  ihnen  involutorisch 
zugeordneten  einander  projektiv  sind^^^^),  so  erhält  man  durch 
Projektion  der  homologen  Punkte  einer  geraden  Involution 
aus  zwei  festen  Punkten  5  und  S^  eine  Kurve  k~^^^\  — 
Sind  Q  und  R  (Fig.  66)  zwei  homologe  Punkte  der  gegebenen 
geraden  Involution,  die  wir  kurz  durch  p^  bezeichnen  wollen, 

so  schneiden  sich  S{R)  und  *S^  (Q) 
in  einem  Kurvenpunkt  A  und  «S  (Q) 
und  S^  {R)  in  einem  zweiten  Kurven- 
punkt A^.     Weil    Q   und   R    zwei 
Diagonalpunkte  des  Kurvenvierecks 
5  aS^  A  A_^    sind,    so    sind    sie    hin- 
sichtlich k^'^  konjugiert^^^s).    ^[q  in_ 
volution|>-  ist  also  der  gezeichneten 
Kurve  konjiigiert^^^s)   —   Die  Ver- 
bindungslinie A  A^    schneidet   -S  S^ 
in   dem   dritten  Diagonalpunkt  P,   der   von  p  durch  S  und 
S^  harmonisch  getrennt  ist^^^»)-  P  igt  der  Pol  von  Q  R=^  pi^^i). 
Das  Ergebnis  ist: 


Fig.  66. 


1.  Die  Schnittpunkte  der 
Strahlen^  welche  die  homologen 
Punkte  einer  geraden  Punkt- 
involution p^  mts  zwei  beliebigen 
Punkten  S  und  Sj  projizieren, 
bilden  eine  Kurve  zweiter  Ord- 
nung; dieser  Kurve  ist  die  In- 
volution p^  konjugiert;  der  Pol 
des  Trägers  p  ist  der  von  p 
durch  S  und  Sj  harmonisch 
getrennte  Punkt.   — 

Zu  derselben  Figur,   die 


1.  Die  Verbindungslinien  der 
Punkte,  in  denen  die  homologen 
Strahlen  einer  geraden  Strahlen- 
involution P^  zwei  beliebige  Ge- 
raden s  und  Sj  schneiden,  bilden 
einen  Strahlenbüschel  zweiter  Ord- 
9iung;  diesem  Strahlenbüschel  ist 
die  Involution  P^  konjugiert;  die 
Polare  des  Strahlenmittelpunktes 
P  ist  die  von  P  durch  s  und  s^ 
harmonisch  getrennte  Gerade. — 
wir  hier  benutzten,  gelangten 


wir  in  Nr.  90,  als  wir  nicht  von  der  Involution  p^,  sondern 
von  der  Kurve  k'^  und  den  beiden  konjugierten  Punkten  P 
und  Q  ausgingen.  Aus  der  damals  aufgestellten  Kette  von 
Perspektiven  Gliedern  können  wir  die  Umkehrungen  des 
eben  bewiesenen  Satzes  ablesen.  Diese  Umkehrungen  sind 
zwar   im    Grunde  nur   eine  Wiederholung   der  Polarensätze 
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von  Nr.  90 ;  es  ist  aber  vorteilhaft,  diesen  Sätzen  mit  Hülfe 

des  Wortes  konjugiert  ein  neues  Gewand  zu  geben,  da  sie  in 

diesem  sich  den  spätem  Anw^endungen  bequemer  anpassen.  — 

Wir  haben  also  die  in  der  Kette  perspektiver  Gebilde*^^^) 

QK'S(Q)AÄi(A)Ä'S(A)AÄ 
enthaltene  Aussage    mit   Hülfe    des   Wortes   konjugiert   aus 
der  Zeichensprache  ins  Deutsche  zu  übersetzen. 

Da  S^  (A)  und  S  (A)   die  Gerade  p  in  den  konjugierten 
Punkten  Q  und  E  schneiden: 


2.  Wir  finden  die  konju- 
gierte Punktinvolution  einer 
beliebigen  Gerade  p,  indem 
wir  aus  irgend  zwei  festen 
Kurvenpunkten  aS  und  aS^, 
die  mit  dem  Pole  F  von  p 
in  einer  Gerade  liegen,  die 
Kurvenpunkte  auf  p  proji- 
zieren ; 

und  umgekehrt: 

3.  Wir  finden  die  Kurven- 
punkte, indem  wir  die  homo- 
logen Punkte  der  konjugierten 
Involution  einer  beliebigen 
Gerade  p  aus  irgend  zwei 
Kurvenpunkten  *S  und  S^ 
projizieren,  die  mit  dem  Pole 
P  von  p  in  einer  Gerade 
liegen. 


2.  Wir  finden  die  konju- 
gierte Strahieninvolution  eines 
beliebigen  Punktes  P,  indem 
wir  die  Schnittpunkte  der 
Kurventangenten  mit  irgend 
zwei  festen  Tangenten  s  und 
s^,  die  sich  auf  der  Polare  p 
von  P  schneiden,  mit  P  ver- 
binden ; 


3.  Wir  finden  die  Kurven- 
tangenten, indem  wir  die 
Punkte  mit  einander  verbinden, 
in  denen  die  homologen  Strah- 
len der  konjugierten  Involution 
eines  beliebigen  Punktes  P 
durch  irgend  zwei  Tangenten 
s  und  Sj  geschnitten  werden, 
die  mit  der  Polare  p  von  P 


durch  einen  Punkt  gehen. 
Da  S{A^)  und  »S(A)   durch   die  konjugierten  Punkte  Q 
und  E  gehen  und  A  und  A^  mit  P  in  einer  Gerade  liegen: 


4.  Die  einem  Punkte  P 
zugeordnete(^-)krummePunkt- 
involution  wird  aus  jedem 
Kurvenpunkt  durch  eine  Strah- 
leninvolution projiziert,  die 
perspektiv  liegt  zu  der  kon- 
jugierten geraden  Punktin- 
volution der  Polare  p  von  P 
(Vgl.  77); 


4.  Die  einer  Gerade  p  zu- 
geordnete^^^^  Tangenteninvolu- 
tion wird  von  jeder  Tangente 
in  einer  Punktinvolution  ge- 
schnitten, die  perspektiv  liegt 
zu  der  konjugierten  geraden 
Strahleninvolution  des  Poles 
P  von  p; 
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und  umgekehrt: 

5.  Die  Strahleninvolution, 
durch  welche  die  konjugierte 
gerade  Punktinvolution  eines 
Trägersp  aus  einembeliebigen 
Kurvenpunkte  projiziert  wird, 
schneidet  die  Kurve  in  einer 
krummen  Punktinvolution , 
deren  Zentrum  der  Pol  P 
von  p  ist. 

99.  Konjug-ierte  Punkte  in  den  Seiten  eines  Kurven- 
viereeks.  Den  vorstehenden  Sätzen  wollen  wir  noch  eine 
andere,  für  manche  Anwendungen  sehr  bequeme  Form  geben. 
—  Von  dem  Kurvendreieck  »S«S^A  (Fig.  66  oder  62)  sind 
S  und  A  nach  unserer  Konstruktion^«*^)  zwei  beliebige  Punkte, 
während   S^   durch   die  Bedingung   bestimmt   ist,   dafs  S  S^ 


5.  Die  Punktinvolution, 
welche  die  konjugierte  ge- 
rade Strahleninvolution  eines 
Punktes  P  in  einer  beliebigen 
Tangente  ausschneidet,  in- 
duziert eine  krumme  Strahlen- 
involution, deren  Achse  die 
Polare  p  von  P  ist. 


Wir  haben  daher: 

1 .  Zwei  Ecken  eines  Kurven- 
dreiseits  werden  aus  jedem 
Punkte,  der  der  dritten  Ecke 
konjugiert  ist,  durch  zwei  kon- 
jugierte Strahlen  projiziert. 


durch  den  Pol  P  von  p  geht. 

1.  Zwei  Seiten  eines  Kun^en- 
dreiecks  schneiden  jede  Gerade^ 
die  der  dritten  Seite  konju- 
giert ist,  in  zwei  konjugierten 
Punkten. 

Unser  Satz  gilt  auch  für  den  Fall,  dafs  der  Punkt  A 
in  den  Punkt  S  fällt;  nicht  aber  unsere  Einkleidung,  da  wir 
in  diesem  Fall  nicht  wohl  von  einem  Kurvendreieck  sprechen 
können.  Wir  müssen  also,  um  unsern  Satz  vollständig  aus- 
zusprechen, noch  einen  Zusatz  machen.  Da,  wenn  A  in  S 
fällt,  A  -Sj  die  Gerade  ist,  welche  aS  mit  dem  Pole  P  ver- 
bindet, so  können  wir  sagen: 


2.  Die  Tangente  und  ein 
beliebigerstrahl  eines  Kurven- 
punktes schneiden  jede  Ge- 
rade, die  dem  beliebigen 
Strahl  konjugiert  ist,  in  zwei 
konjugierten  Punkten. 


Ferner: 
3.    Jede 


Gerade ,    welche 


von  zwei  Seiten  eines  Kurven- 
dreiecks in  zwei  konjugierten 


2.  Der  Berührungspunkt 
und  ein  beliebiger  Punkt  einer 
Tangente  werden  aus  jedem 
Punkte,  der  dem  beliebigen 
Punkt  der  Tangente  konju- 
giert ist,  durch  zwei  konju- 
gierte Strahlen  projiziert. 

3.  Jeder  Punkt,  aus  dem 
zwei  Ecken  eines  Kurven- 
dreiseits   durch   zwei   konju- 
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Punkten  geschnitten  wird,  ist  gierte  Strahlen  projiziert 
der  dritten  Seite  konju-  werden,  ist  der  dritten  Ecke 
giert^^^*).  —  konjugiert.  — 

Die  letzten  Sätze  über  das  Dreieck  benutzen  wir  zur 
Ableitung  eines  Viereckssatzes.  —  Schneidet  die  Gerade  p 
die  Seiten  *S  A  und  S^  A  des  Kurvendreiecks  S  S^k  in  zwei 
konjugierten  Punkten,  so  ist  sie  der  Seite  S  S^  konjugiert 
und  schneidet  daher  die  Seiten  S  B  und  S^  B  eines  zweiten 
Kurvendreiecks  aS  S^  B,  das  mit  dem  ersten  die  Ecken  S 
und  S^  gemeinsam  hat,  in  zwei  konjugierten  Punkten. 
Fassen  wir  die  beiden  Kurvendreiecke  S S^k  und  S S^B 
als  ein  Kurvenviereck  S  S^  AB  auf,  so  sind  A  S  und  A  S^ 
zwei  anstofsende  Seiten  dieses  Vierecks  und  B  S^  und  B  S 
die  Gegenseiten  dieser  anstofsenden  Seiten: 


4.  Wenn  zwei  anstofsende 
Seiten  eines  Kurvenvierecks  eine 
Gerade  in  zwei  konjugierten 
Punkten  schneiden,  so  schneiden 
auch  die  Gegenseiten  dieser 
beiden  anstofsenden  Seiten  die 
Gerade  in  zwei  konjugierten 
Punkten  (vgl.  215  Z). 


4.  Wenn  zwei  anliegende 
Ecken  eines  Kurvenvierseiis  aus 
einem  Punkte  durch  zwei  kon- 
jugierte Strahlen  projiziert  wer- 
den, so  werden  auch  die  beiden 
Gegenecken  dieser  beiden  an- 
liegenden Ecken  aus  dem  Punkte 
durch  zwei  konjugierte  Strahlen 
projiziert. 


100.  Kurve  durch  einen  Punkt  und  zwei  konjugierte  loo^ 
Involutionen.  Soll  jedes  Punktpaar  einer  geraden  Involution 
g^  aus  zwei  Punkten  bestehen,  die  hinsichtlich  einer  Kurve  k^ 
einander  konjugiert  sind,  so  wollen  wir  diese  Bedingung 
kurz  dadurch  ausdrücken,  dafs  wir  sagen:  Für  eine  Kurve 
ist  eine  konjugierte  Involution  g'^  gegeben.  Hat  die  Involu- 
tion Ordnungspunkte,  so  sind  diese  Punkte  der  Kurve^^^),  so 
dafs  lür  diesen  Fall  unsere  Bedingung  gleichbedeutend  ist 
mit  der,  dafs  für  die  Kurve  zwei  Punkte  gegeben  sind.  — 
Wir  können  demnach  unsere  Fundamentalaufgabe^^^):  Eine 
Kurve  zu  zeichnen,  von  der  fünf  Punkte  gegeben  sind,  ver- 
allgemeinern zu  der 

Aufgabe:    Eine    Kurve    zu  Aufgabe:    Eine    Kurve    zu 

zeichnen,  für  die  ein  Punkt  zeichnen,  fiJcr  die  eine  Tangente 
und  zwei  konjugierte  Punkt-  und  zwei  konjugier^te  Strahlcn- 
involutionen  gegeben  sind.  involutionen  gegeben  sind. 

In  Zeichen:  S  g' h^  In  Zeichen:  s  G'' H\ 

Böger,  Ebene  Geometrie  der  Lage.  8 
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Analysis:  Die  Träger  g  und  h  (Fig.  67)  der  gegebenen 
Involutionen  ^^  und  h-  mögen  sich  in  U  schneiden  und  dem 
Punkte  U  möge  in  g-  der  Punkt  G  und  in  h-  der  Punkt 
H  homolog  sein;  dann  ist,  weil  die  Polare  von  ü  sowohl 
durch  den  konjugierten  Punkt  G  als  auch  durch  den  kon- 
jugierten Punkt  H  ffehen  mufs,  die  Gerade  GH=u  die 
Polare  von  U(^-'^-  folglich  ist  der  von  S  durch  U  und  u 
harmonisch  getrennte  Punkt  L  ein  zweiter  Kurvenpunkt^^G^). 
—  Die  Verbindungslinie  S  II  möge  den  Träger  g  in  C  und 
die  Kurve  in  dem  noch  unbekannten  Punkte  L^  schneiden; 
die  Verbindungslinie  L  G  möge  den  Träger  h  in  T  und  die 
Kurve  in  dem  noch  unbekannten  Punkte  S^  schneiden.    Von 


Fig.  67.  ., 

dem  Kurvenviereck  S  S^  L  L^  gehen  die  beiden  anstofsenden  j 
Seiten  LS  und />  aS^  durch  die  beiden  konjugierten  Punkte  1 
ü  und  G  von  g-,  die  dritte  Seite  S  L^  geht  durch  C;  folglich  | 
mufs   die   vierte   (noch   unbekannte)  Seite  S^  L^   durch  den 
dem  Punkte  C  homologen  Punkt  C,  von  g-  gehen^^^»).    Ferner 
gehen  die  beiden  anstofsenden  Seiten  *S  7.  und  S  L^  durch 
die  konjugierten  Punkte   U  und  H  von  h-,   die  dritte  Seite 
ZÄj    geht    durch  T;    folglich   mufs   die   vierte   Seite  S^L^^ 
durch    den    dem  Punkte   T    konjugierten  Punkt  r^    von   A^ 
gehen.     Die  Kurvenpunkte  S^  und  X,  sind  daher  bestimmt 
als  die  Punkte,  in  denen  LGxm^SH  von  C,  r,  geschnitten 
werden.  — 
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^  Weil  die  Gerade  g  die  Seiten  LS  und  Z5j  des  Kurven- 
dreiecks LSS^  in  zwei  konjugierten  Punkten  £^  und  G 
schneidet,  so  ist  sie  der  dritten  Seite  konjugiert^^s»),  d.  h  (92i) 
SS^  geht  durch  den  Pol  von  g-,  da  ferner  die  Polare  u  von 
L  durch  den  Pol  von  g  geht^^^'^^),  so  ist  der  Punkt  G^,  in 
dem  SS^  die  Gerade  u  schneidet,  der  Pol  von  ^;  aus  den- 
selben Gründen  ist  der  Punkt  H^,  in  dem  ZX.  die  Gerade  u 
schneidet,  der  Pol  von  h.  — 

^  Da  G  G^  und  B H^  konjugierte  Punkte  von  u  sind^^^j^ 
so  ist,  weil  eine  Involution  durch  zwei  Punktpaare  bestimmt 
ist(635)^  durch  unsere  Konstruktion  auch  die  konjugierte  In- 
volution der  Gerade  u  gezeichnet. 

Wir  erhalten  daher^^Ss)  die  Punkte  der  gesuchten  Kurve, 
indem  wir  die  konjugierte  Involution 

g''=UG.CC^   aus  S  und  S^  oder 
h-=z  UH ,  r  r^   aus  L  und  L^  oder 
G  G^  .  H  H^  aus  S  und  L 
projizieren. 

Konstruktion:  Schneiden  die  Geraden,  welche  den  ge- 
gebenen Punkt  aS  mit  den  Ecken  H  und  U  des  Dreiecks 
UG  H  verbinden,  die  Gegenseiten  g  und  w  in  C  und  Q, 
schneidet  ferner  die  Verbindungslinie  C  Q  die  Seite  h  in  r, 
so  ist  der  Schnittpunkt  von  G  f  und  C^  r^,  wie  sich  zeigen 
wird,  ein  Kurvenpunkt.  Bezeichnen  wir  diesen  durch  S^, 
so  sind  die  Schnittpunkte  der  Strahlen,  welche  S  und  S^ 
mit  den  homologen  Punkten  der  Involution  g-  verbinden,  die 
Punkte  der  gesuchten  Kurve. 

Beweis:  Weil  5  U  und  S^  G,  S  C  und  S^  C^  homologe 
Punkte  von  g-  projizieren,  so  sind  ihre  Schnittpunkte  L 
und  L^  Punkte  der  gezeichneten  Kurve.  —  Wie  das  Viereck 
GH  Cr  zeigt,  ist  Q  von  U  durch  5  und  L  harmonisch 
getrennt(24,).  QQ^^  schneidet  daher  S S^  in  dem  von  g 
durch  S  und  S^  harmonisch  getrennten  Punkte^^^i)  G^^  d.  i. 
im  Pole  von  g'<^^^).  Da  die  Involution  g-  der  gezeichneten 
Kurve  konjugiert  ist^^^,)^  so  gj^d  die  homologen  Punkte  U 
und  G  einander  konjugiert;  G  G^=u  ist  daher  die  Polare 
von  U  und  schneidet  als  solche  den  Träger  h  in  dem  dem 
Punkte   U  konjugierten  Punkte  H^"-^). 

Es  bleibt  noch  zu  zeigen,  dafs  auch  r  dem  Punkte  r^ 
konjugiert  ist.     Durch  Projektion  des  harmonischen  Wurfes 
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S  L .  U  Q  aus  H  erkennt  man,  dafs  H  Q  =  u  die  Gerade 
L  L,  in  dem  von  h  durch  L  und  X,  harmonisch  getrennten 
Punkte  //,  schneidet.  Weil  der  Punkt  H^  in  u,  der  Polare 
von  U,  liegt,  so  geht  seine  Polare  durch  U  und  da  sie 
ferner  durch  den  von  i/j  durch  L  und  Z,  harmonisch 
getrennten  Punkt  geht^^^«),  so  ist  H^  der  Pol  von  L  Die 
Polare  des  in  h  liegenden  Punktes  f  geht  daher  durch  J^j^^^j). 
aufserdem  geht  sie  durch  den  von  f  durch  *Sj  und  L  har- 
monisch getrennten  Punkt  ^^^2^;  die  Verbindungslinie  dieses 
Punktes  mit  H^  geht  aber  durch  f^^^^^^]  f  und  f^  sind  also 
zwei  konjugierte  Punkte^^^^l 

z  Zusatz.     Für    die  Ausführung    der  Zeichnung   ist   noch 

zu  bemerken,  dafs  die  Diagonallinie  des  Kurvenvierecks 
S  S^L  L^^  die  den  Gegenseiten  S  S^  und  L  ]jy  zugeordnet 
ist^^^  ^>,  die  Träger  g  und  h  in  den  Polen  der  Seiten  S  *S, 
und  L  Zj  schneidet^^*^«),  dafs  unsere  Konstruktion  uns  also 
auch  die  Tangenten  (^^  ^i>  in  den  Kurvenpunkten  SS^LL^ 
liefert. 

A  Anmerkung.     Eine    allgemeinere  Lösung   dieser  Funda- 

mentalaufgabe geben  v^ir  in  Nr.  203  (vgl.  auch  200). 

101         101.  Der  vierte  gemeinsame  Punkt  zweier  Kurven. 

Die  vorhergehende  Konstruktion^^^*^^  lehrt  zugleich  für  eine 
durch  S  g- h"  gegebene  Kurve  den  Pol  von  ^  (und  A)  finden: 
der  Pol  von  g  ist,  wie  wir  sahen,  der  Schnittpunkt  T  (in 
der  vorigen  Nummer  nannten  wir  diesen  Punkt  G^)  von 
aS  «Sj  und  u.  Da  wir  diesen  Schnittpunkt  immer  zeichnen 
können,  so  dürfen  wir  von  jetzt  an  eine  Kurve  als  gegeben 
ansehen  durch  S  g^  und  7',  also  durcli  einen  Punkt,  eine 
Involution  und  den  Pol  des  Trägers  dieser  Involution:  Wir 
erhalten  dann  die  Punkte  der  Kurve^^^^^,  indem  wir  die 
homologen  Punkte  der  Involution  g-  aus  S  und  dem  Punkte 
S^  projizieren,  der  von  S  durch  g  und  T  harmonisch  ge- 
trennt ist.  — 

Damit  haben  wir  dieselbe  Vereinfachung  vorgenommen 
wie  in  Nr.  56  Z.  Nachdem  wir  dort  gezeigt  hatten,  dafs 
man  für  eine  durch  fünf  Punkte  S  S^kBV  gegebene  Kurve 
immer  den  Schnittpunkt  T  der  in  S  und  S^  gezogenen 
Tangenten  konstruieren  kann,  durften  wir  eine  Kurve  als 
gegeben  ansehen  durch  S  S^  k  und  T.  Beachten  wir,  dafs 
wir   nach    unserer  jetzigen  Ausdrucksweise  T  den  Pol  der 
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Gerade  5aS\(^'^zo  nennen  würden  und  dafs  S  und  S^  als 
Ordnungspunkte  einer  in  ihrer  Verbindungslinie  liegenden 
Involution  aufgefafst  werden  können  (vgl.  100  Analysis),  so 
erkennen  wir,  dafs  Nr.  56  Z  einen  besondern  Fall  unserer 
jetzigen  Bemerkung  ausspricht.  — 

1.    Zwei  Kurven,    die    drei  1.    Zwei  Kurven^    die    drei 

Punkte  gemeinsam  haben,  haben  Tangenten  gemeinsam  haben, 
noch  einen  vierten  Punkt  ge-  haben  noch  eine  vierte  Tan- 
meinsam.  \  gente  gemeinsam, 

Konstruktion  des  \derten  gemein- 
samen Punktes :  Die  erste  Kurve  sei 
durch  die  drei  gemeinsamen  Punkte 
SS^k  (Fig.  68j  und  den  Pol  T  von 
S  S^  gegeben(^6zj.  fyj,  ^^^  zweite 
Kurve  sei  T^  der  Pol  von  S  S^.  Ziehen 
wir  nun  T  T^  und  projizieren  die 
Punkte  D  und  Z>j,  in  denen  diese 
Verbindungslinie  die  Seiten  A  S^  und 
A  S  des  gemeinsamen  Kurvendreiecks  S  S^  k  schneidet,  aus 
5  und  5j,  so  erhalten  wir<^8)  den  vierten  gemeinsamen 
Punkt  A.  — 

2.  Zwei  Kuryen,    die  einen  2.    Zwei   Kurven^    die    eine 

Punkt  und  eine  konjugieHe  Tangente  und  eine  konjugierte 
Punktinvolution  gerneinsam  Strahleninvolution  gemeinsam 
haben,  haben  noch  einen  zweiten  haben,  haben  noch  eine  zweite 
Punkt  gemeinsam,  \   Tangente  gemeinsam, 

Konstruktion  des  zweiten  gemeinsamen  Punktes:  Die 
erste  Kurve  sei  durch  den  gemeinsamen  Punkt  S  (Fig.  69), 
die  gemeinsame  Involution  g'^  und  den  Pol  T  von  g  ge- 
geben; für  die  zweite  Kurve  sei  T^  der  Pol  von  g.  Der 
von  S  durch  T  und  g  harmonisch  getrennte  Punkt  S^  ist 
ein  zweiter  Punkt  der  ersten  Kurve, 
deren  Punkte  wir  erhalten,  indem 
wir  aus  aS  und  >Sj  die  homologen 
Punkte  von  g'^  projizierendes j .  ebenso 
erhalten  wir  die  Punkte  der  zweiten 
Kurve,  indem  wir  die  homologen 
Punkte  von  g'^  aus  S  und  dem  von  5 
durch  T  und  g  harmonisch  getrennten 
Punkt  4  projizieren.     Da  nun  die  Verbindungslinien  *S^  5, 
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und  T  1\  sich  in  einem  Punkte  A  von  g  schneiden^^*^^^,  so 
erhalten  wir  den  zweiten  gemeinsamen  Punkt  A,  indem  wil- 
den Punkt  ^j,  welcher  dem  Punkt  A  in  g'^  homolog  ist, 
aus  'S  projizieren;  dem  Strahl  S  A^  sind  nämlich  die  beiden 
zusammenfallenden  Strahlen  S^  A  und  S^  A  zugeordnet.  — 
Aus  der  Konstruktion  ergiebt  sich  unmittelbar: 


3.  Drei  Kurven,  die  einen 
Punkt  und  eine  konjugierte 
Punktinvolution  gemeinsam 
haben,  haben  noch  einen 
zweiten  Punkt  gemeinsam, 
wenn  die  drei  Pole  des  Trägers 
der  konjugierten  Involution 
in  einer  Gerade  liegen. 


3.  Drei  Kurven,  die  eine 
Tangente  und  eine  konjugierte 
Strahleninvolution  gemeinsam 
haben,  haben  noch  eine  zweite 
Tangente  gemeinsam,  wenn 
die  drei  Polaren  des  Mittel- 
punktes der  konjugierten  In- 
volution durch  einen  Punkt 
gehen. 

A  Anmerkung.    Der  erste  Lehrsatz  ist  ein  besonderer  Fall 

des  zweiten. 

102  102.  Kurvenbüschel.    Die  Gegenseiten  i^  iT^  und  Z  Z^ 

eines  Vierecks  K  K^L  L^  wollen  wir  durch  g  und  h  be- 
zeichnen; ihren  Schnittpunkt,  einen  Diagonalpunkt  des  Vier- 
ecks, durch  £/;  die  beiden  andern  Diagonalpunkte  durch  V 
und  W'^  die  Verbindungslinie  V  W  durch  u  und  die  Punkte, 
in  denen  u  von  g  und  h  geschnitten  wird,  durch  G  und  //. 
Da  eine  Kurve  erst  durch  vier  Punkte  und  die  Tangente 
des  einen  dieser  vier  Punkte^'^^^)  bestimmt  ist,  so  giebt  es 
unendlich  viele  Kurven,  die  unserm  Viereck  K  K^  L  L^  um- 
geschrieben sind. 


1.  Definition:  Der  Inbegriff 
der  Kurven,  die  einem  Vier- 
eck umgeschrieben  sind,  heifst 
ein  Kurvenbüschel.  — 


1.  Definition:  Der  Inbegriff 
der  Kurven,  die  einem  Vier- 
seit  eingeschrieben  sind,  heifst 
eine  Kurvenschar.  — 


Alle  Kurven  des  Büschels  haben,  weil  sie  das  Kurven- 
viereck gemeinsam  haben,  folgende  Eigenschaften  gemeinsam : 

2.  Die  konjugierten  Involutionen  der  Träger  g  und 

h  sind  durch  die  Ordnungspunkte  K  K^  und  L  L^  be- 
stimmt^^2,). 

3.  die  Diagonallinie  u  ist  die  Polare  des  Diagonal- 
punktes £/^85i>; 

4.  die    Diagonalpunkte    V  und    W  sind    für    alle 
Kurven  des  Büschels  einander  konjugiert^^"^»^. 


8.    Konjugierte  Involutionen.   Nr.  102—103. 
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Zusatz.  Die  Gegenseiten  des  Vierecks  K  K^  LL^z 
schneiden  jede  Gerade  a  in  Punktpaaren  einer  Involution'^^^^); 
diese  Involution  soll  kurz  die  Hauptinvolution  der  Gerade  a 
heifsen  (vgl.  134  A).  Die  Hauptinvolution  der  Diagonale 
u^  die  durch  die  Ordnungspunkte  V  und  W  bestimmt  ist, 
soll  zum  Unterschied  von  den  übrigen  die  diagonale  Involution 
heifsen  (vgl.  133).  Ein  allgemeinerer  Begriff  des  Büschels 
v^ird  sich  in  Nr.  192  ergeben.  — 

103.    Lehrsatz  des  Desapg-ues.     Wird   eine  beliebige  los 
Gerade  a  (Fig.  70)  von  irgend  einer  Kurve  des  Büschels  in 
dem  Punkte  E  und  daher^^^^  noch  in  einem  zweiten  Punkte 
F  geschnitten,    so    läfst   sich   zeigen,    dafs  E  und  F  zwei 


Fi-.  70. 

homologe  Punkte  der  Hauptinvolution^^"^-^)  von  a  sind.  — 
Projizieren  wir  die  vier  Kurvenpunkte  L  L^EF  aus  K  und 
K^^  so  erhalten  wir^^*^^) 

K{L  L^EF)  7\  K^  iL  L^  EF). 
Bezeichnen  wir  also  die  Punkte,  in  denen  a  von  ZTZ, 
KL^^  K^  X,  K^L^   geschnitten  wird,  durch  ABB^  yl^,   so 
haben  wir 

ABEF^B^A^E  F^  7^  A^  B^  F  E. 

Da  der  Punkt  E  dem  Punkte  F  zweifach  entspricht, 
so  bilden  die  sechs  Punkte  AA^.BB^.EF  eine  Involution  ^^^*\ 
mit  andern  Worten:  E  und  F  sind  zwei  homologe  Punkte 
der  durch  A  A^  .  B  B^  bestimmten  ^^^5)  Hauptinvolution  von  a. 
Wird  eine  Gerade  a  von  !  Lassen  sich  von  einem 
einer  Kurve  des  Büschels  ,  Punkte  A  an  eine  Kurve  der 
geschnitten,  so  sind  die 
Schnittpunkte  zwei  homologe 
Punkte  der  Hauptpunktin- 
volution von  a. 


Schar  zwei  Tangenten  ziehen, 
so  sind  diese  Tangenten  zwei 
homologe  Strahlen  der  Haupt- 
strahleninvolution von  A. 


120 


I.    Der  Kegelschnitt. 


104 


Anmerkung,      Eine    Verallgemeinerung     dieses     Satzes 
werden  wir  in  Nr.  169  kennen  lernen. 

104.  Geraden,  die  durch  die  Gegeneeken  eines 
Vierseits  harmonisch  gretrennt  sind.  Geht  eine  Kurve 
des  Büschels  durch  den  beliebigen  Punkt  A  (Fig.  71)  der 
Diagonale  w,  so  schneidet  sie  die  Diagonale,  weil  V  und  W 
zwei  konjugierte  Punkte  sind (^020  zum  zweiten  Male  in  dem 
von  A  durch  V  und  W  harmonisch  getrennten  Punkte  B  ^862). 
Ist  nun  a  eine  beliebige  durch  A  gehende  Gerade,  die  die 
Kurve  zum  zweiten  Mal  in  A  schneidet,  so  können  vdr  auf 
das  Kurvendreieck  A  B  A  und  die  Gerade  g  den  Satz  Kr.  99^ 
anwenden;  danach  wird  die  Gerade  g,  weil  sie  durch  den 
Pol  U  der  Dreiecksseite  AB  =  u  (102»)  geht,  von  A  A  und  A  B 
in  zwei  konjugierten  Punkten  C  und  &j  geschnitten.     Da  A 

ebenfalls  durch  den  Pol 
U  von  A  B  geht,  so  wird 
h  ebenfalls  von  A^  und 
A  j5  in  zwei  konjugierten 
Punkten  f  und  r 
schnitten. 

einem  beliebigen  Punkte  A 
ausgingen  und  durch  ihn 
eine  beliebige  Gerade  A  A 
legten,  so  sehen  wir,  dafs 
den  drei  Punkten  C  f  A^ 
in  denen  eine  beliebige 
Gerade  von  den  beiden  Gegenseiten  g  und  h  und  der  Dia- 
gonale u  geschnitten  wird,  in  den  konjugierten  Involutionen 
von  g  und  h  und  in  der  diagonalen  Involution  drei  Punkte 
C^  r^  B  homolog  sind,  die  wieder  in  einer  Gerade  liegen. 
Da  diese  beiden  Geraden  durch  die  Punkte  CT  und  C^  r^ 
bestimmt   sind,   so   läfst   sich  das  Ergebnis  so  aussprechen: 


1    ge- 
Da  wir  von 


1.  Zwei  Geraden  a  und  «j, 
die  die  Gegenseiten  g  und  h 
in  homologen  Punkten  C  C^ 
und  r  fj  der  konjugierten 
Involution  schneiden,  schnei- 
den die  Diagonale  u  in  zwei 
homologen  Punkten  A  und  B 
der  diagonalen  Punktinvo- 
lution. — 


1.  Zwei  Punkte  A  und  A^ , 
die  aus  den  Gegenecken  G 
und  H  durch  homologe 
Strahlen  c  c^  und  y  y^  pro- 
jiziert werden,  werden  aus 
dem  Diagonalpunkte  U  durch 
zwei  homologe  Strahlen  a 
und  b  der  diagonalen  Strah- 
leninvolution projiziert.  — 
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Weil  A  und  A  zwei  Punkte  sind,  in  denen  eine  Kurve 
des  Büschels  die  Gerade  a  schneidet,  so  sind  sie  homologe 
Punkte  der  Hauptinvolution  von  a  ^'^  ).  Da  die  Gerade 
C^  fj  =  «1 ,  welche  wir  der  Gerade  C  f  =  a  zugeordnet 
nennen  wollen,  durch  A  geht,  so  haben  wir  den  (in  Nr.  134A 
zu  benutzenden)  Satz: 


2.  Jede  Gerade  a  wird  von 
der  ihr  zugeordneten  Gerade 
a^  und  der  Diagonale  u  in 
zwei  homologen  Punkten 
ihrer  Hauptinvolution  ge- 
schnitten. 


2.  Aus  jedem  Punkte  A 
wird  der  zugeordnete  Punkt 
A^  und  der  Diagonalpunkt 
ü  durch  zwei  homologe 
Strahlen  der  Hauptinvolution 
von  A  projiziert. 

Zusatz.  Der  erste  Satz  läfst  sich  vom  Begriff  der  konju-  z 
gierten  Involution  und  der  Kurve  loslösen.  Die  konjugierten 
Punkte  (Fig.  71)  C  (7,  (und  f  T^)  werden  durch  die  Kurven- 
punkte K  K^  (undZXj)  harmonisch  getrennt  (^^j.  ebenso  die 
konjugierten  Punkte  V  und  W  (1024)  durch  die  Kurvenpunkte 
A  und  B.  Wir  können  also  die  drei  Punkte  C^  f^  B  auf- 
fassen als  die  von  a  durch  K  K^,  L  L^,  F  PT  harmonisch 
getrennten  Punkte;  unser  Satz  sagt  dann  aus,  dafs  diese 
drei  Punkte  in  einer  Gerade  liegen.  Da  K  K^,  J^  A?  ^  ^ 
die  Gegenecken  des  von  KL,  L K^,  ^1  A?  L^K  gebildeten 
Vierseits  sind,  so  haben  wir  den  Satz: 


Die  drei  Punkte,  die  von 
einer  beliebigen  Gerade  durch 
die  Gegenecken  eines  Vier- 
seits harmonisch  getrennt 
sind,  liegen  in  einer  Gerade. 


Die  drei  Geraden,  die  von 
einem  beliebigen  Punkte 
durch  die  Gegenseiten  eines 
Vierecks  harmonisch  getrennt 
sind,  gehen  durch  einen 
Punkt. 

Wir  geben  für  diesen  Satz  noch  einen  direkten  Beweis. 
—  Die  Gegenecken  des  Vierseits  seien  KK^,  L  L^,  VW, 
(Fig.  71),  die  beliebige  Gerade  a  schneide  die  Diagonal- 
linien in  Cr  A,  die  drei  von  a  durch  die  Gegenecken  ge- 
trennten Punkte  seien  C^  r^  B.  Wird  die  Gerade  a  von 
der  Verbindungslinie  C^  V^  in  A  geschnitten,  so  sind 
A  (0  C,  .K  K^  und  A  (C  C^  .  L  L^  zwei  harmonische  Würfe, 
folglich(65  ^)A{CqKL  K^)  7\A{CC^  K^  L^  K).  Ferner  ist, 
weil  die  Gegenecken  eines  Vierseits  aus  jedem  Punkte  durch 
die  homologen  Strahlen  einer  Involution  projiziert  werden  (^*^^: 
A(KLK^  VW)Äk{K^L^KW  F),    folglich  (^3  z,)  a  {C  C, 


122  I.    Der  Kegelschnitt. 

VW)X^{CC^  WV),  folglich  A(C6;.  VW)  ein  harmo- 
nischer Wurf  (^Os).  Es  schneiden  also  A  C  und  AC^,  d.  i. 
Cr  und  Cj  r^,  die  Diagonale  u  in  zwei  von  einander  durch 
V  und  W  harmonisch  getrennten  Punkten  (^^«\  Da  C  T  die 
Diagonale  in  A  schneidet,  so  geht  C,  r^  durch  i?  (202).  — 
Nimmt  man  den  besondern  Fall,  dafs  a  mit  der  unend- 
lich fernen  Gerade  (^^  zusammenfällt,  so  sind  C^r^^  B  die 
Mitten  der  Strecken  KK^,  L  L,,  VWC^'A  Wir  erkennen 
daraus,  dafs  unser  Satz  eine  Verallgemeinerung  ist  von 
einem  Satz  von  Gaufs:  Die  Mitten  der  drei  von  den  Gegen- 
ecken eines  Vierseits  begrenzten  Strecken  liegen  in  einer 
Gerade. 

Anmerkung.       Die     allgemeinste    Form    dieses    Satzes 
vy^erden  wir  in  Nr.  133  kennen  lernen. 


§  9.    Elliptische  und  hyperbolische  Punkte 
und  Geraden. 

105  105.  Elliptische,  hyperbolische,  parabolische  Punkte 
und  Geraden.  In  Nr.  93  haben  vrir  gesehen,  dafs  eine 
Kurve  k-  in  jeder  Gerade  eine  konjugierte  Punktinvolution 
und  in  jedem  Punkt  eine  konjugierte  Strahleninvolution  in- 
duziert; diese  konjugierten  Involutionen  konnten  entweder 
elliptisch  oder  hyperbolisch  oder  parabolisch  sein.  Um  die 
folgenden  Sätze  kurz  aussprechen  zu  können,  wollen  wir 
uns  folgender  Bezeichnungen  bedienen. 


1.  Definition:  Eine  Gerade, 
deren  konjugierte  Punktin- 
volution elliptisch  (hyper- 
bolisch ,  parabolisch)  ist, 
nennen  wir  eine  elliptische 
(hyperbolische,  parabolische) 
Gerade. 


1.  Definition:  Einen  Punkt, 
dessen  konjugierte  Strahlen- 
involution elliptisch  (hyper- 
bolisch, parabolisch)  ist, 
nennen  wir  einen  elliptischen 
(hyperbolischen,  paraboli- 
schen) Punkt. 


Der  Inhalt  von  Nr.  93  lautet  dann 


2.  Eine  elliptische  Gerade 
hat  keinen  Punkt,  eine  hyper- 
bolische Gerade  hat  zwei 
Punkte  mit  der  Kurve  ge- 
mein; eine  parabolische  Ge- 
rade ist  eine  Tangente. 


2.  Durch  einen  elliptischen 
Punkt  geht  keine,  durch  einen 
hyperbolischen  gehen  zwei 
Tangenten;  ein  parabolischer 
Punkt  ist   ein  Kurvenpunkt. 


§  9.  Elliptische  u.  hyperbolische  Punkte  u.  Geraden.  Nr.  105—106.     123 

Da  die  konjugierte  Involution  einer  Gerade  perspektiv 
liegt  zu  der  konjugierten  Involution  ihres  Poles  ^^^^\  so 
haben  wir: 


3.  Jede  Gerade  hat  einen 
gleichnamigen  Pol. 


3.   Jeder   Punkt   hat   eine 
gleichnamige  Polare. 

106.  Ecken  und  Seiten  eines  Poldreieeks.  Sind  loe 
A  A  B  r  vier  beliebige  Punkte  einer  Kurve,  so  lassen  sich 
aus  ihren  drei  krumme  Würfe  bilden  ^^^*^:  A  A  .  B  f,  A  B  .  f  A, 
A  r  .  A  B.  Nennen  wir  den  Punkt,  in  dem  sich  z.  B.  die 
Verbindungslinien  A  A  und  B  f  schneiden,  das  Zentrum  des 
Wurfes  A  A  .  B  r,  so  sind  die  Zentren  unserer  drei  Würfe 
die  Diagonalpunkte  des  von  A  A  B  f  gebildeten  Kurven- 
vierecks:   P  =  (A  A)  (B  r),  Q  =  (A  B)  (r  A),  R  =  (A  T)  (A  B). 

Jeder  dieser  Würfe  wird  aus  einem  beliebigen  fünften 
Kurvenpunkte  S  durch  einen  gleichnamigen  Strahlenwurf 
projiziert  ^^^s)  5  der  krumme  Wurf  AT.  AB  z.  B.,  dessen 
Zentrum  der  Diagonalpunkt  B  ist,  wird  aus  *S  durch  den 
gleichnamigen  Strahlenwurf  -S  (A  T  .  A  B)  projiziert.  Die 
Strahlenpaare  dieses  Wurfes  Ä  (A  f  .  A  B)  schneiden  die 
Polare  <^^i^  F  Q  des  Wurfzentrums  E  in  Punktpaaren  der 
konjugierten  Involution  ^^^*^ ;  der  Wurf  aS  (A  T  .  A  B)  ist  also 
der  konjugierten  Involution  von  P  Q  gleichnamig  ^^^•'\  Diese 
konjugierte  Involution  von  P  Q  ist  aber,  weil  P  der  Pol 
von  P  Q  ist,  der  konjugierten  Strahleninvolution  von  P 
gleichnamig  (i^^^ä)-  also  ist  auch  der  krumme  Wurf  AT.  AB 
der  konjugierten  Strahleninvolution  seines  Zentrums  P  gleich- 
namig: 


1.  Das  Zentrum  eines  krum- 
men Punktwurfes  ist  ein  dem 
Wurfe    gleichnamiger  Punkt. 


1.  Die  Achse  eines  krum- 
men Strahlenwurfes  ist  eine 
dem  Wurfe  gleichnamige 
Gerade. 


2.  Die  Achse  einer  krummen 
Strahleninvolution  ist  eine  der  In- 
volution gleichnamige  Gerade.  — 


Hieraus  ergiebt  sich  ("^-'^ 

2.    Das    Zentrum  C^^^    einer 

krummen    Punktinvolution    ist 

ein  der  Involution  gleichnamiger 

Punkt,  — 

Von  den  drei  Würfen,  die  sich  aus  vier  Kurvenpunkten 
A  A  B  r  bilden  lassen,  sind  immer  zwei  hyperbolisch  und 
einer  elliptisch  (^^*\  Da  von  diesen  drei  Würfen  die  Dia- 
gonalpunkte  des   Kurven  Vierecks   die  Zentren   sind,    so   er- 
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giebt   sich   aus   dem   ersten  der  eben  bewiesenen  Sätze  der 
folgende: 


3.  Von  den  drei  Diagonal- 
linien eines  Kurvenvierseits 
ist  immer  eine  eine  elliptische 
Gerade;  die  beiden  andern 
sind   hyperbolische   Geraden. 


3.  Von  den  drei  Diagonal- 
punkten eines  Kurvenvierecks 
ist  immer  einer  ein  elliptischer 
Punkt;  die  beiden  andern 
sind  hyperbolische  Punkte. 

Hieraus   ergiebt   sich    unmittelbar,    da    sich    zu  jedem 
Poldreieck  ein  Kurvenviereck  zeichnen  läfst  ^^''h 

4.  Von  den  drei  Ecken  eines  Poldreiecks  ist  eine  Ecke 
ein  elliptischer  Punkt;  die  beiden  andern  Ecken  sind 
liyperholische  Punkte.  Die  eine  Seite  ist  daher  ^^^^^^  eine 
elliptische  Gerade;  die  beiden  andern  Seiten  sind  hyper- 
bolische  Geraden, 

107  107.  Die  Strahlen  eines   elliptischen  Punktes.    Ist 

P  ein  elliptischer  Punkt,  so  ist  jeder  Strahl  q  von  P,  wie  wir 
zeigen  wollen,  eine  hyperbolische  Gerade.  Schneidet  nämlich 
der  Strahl  q  die  Polare  p  von  P  in  P,  so  ist  durch  die 
beiden  konjugierten  Punkte  P  und  R  ein  Poldreieck  be- 
stimmt (^^),  dessen  dritte  Ecke  wir  durch  Q  bezeichnen.  Da 
in  diesem  Poldreieck  P  QR  nach  unserer  Annahme  P  die 
elliptische  Ecke  ist,  so  ist  p  die  elliptische  Seite  (^^^»^;  die 
Seite  q  ist  daher  eine  hyperbolische  Gerade  <^o^*).  —  Ist  p 
eine  elliptische  Gerade  und  R  ein  beliebiger  Punkt  von  />, 
so  ist  R  ein  hyperbolischer  Punkt.  Ist  nämlich  r  die  Polare 
von  P,  welche  ^  in  Q  schneidet,  so  ist  5'  =  P  R  die  Polare 
von  Q  (^0«)  und  p  qr  bilden  ein  Poldreieck,  von  dem  p  die 
elliptische  Seite,  also  P  die  elliptische  Ecke  ist;  R  ist 
daher  ein  hyperbolischer  Punkt. 

Alle  Strahlen  eines  elliptischen  Punktes  sind  hyper- 
bolische Geraden;  alle  Punkte  einer  elliptischen  Gerade 
sind  hyperbolische  Punkte. 

108  108.  Kennzeichen  für  eine  elliptische  und  eine 
hyperbolische  Gerade.  Ist  p  eine  beliebige  Gerade  und 
Q  irgend  ein  Punkt  von  p^  so  wissen  wir^^^^),  dafs  p  eine 
hyperbolische  Gerade  ist,  wenn  Q  ein  elliptischer  Punkt  ist. 
—  Ist  aber  Q  ein  hyperbolischer  Punkt,  so  müssen  wir 
noch  irgend  einen  zweiten  (hyperbolischen)  Punkt  T  von  p 
zu  Hülfe  nehmen.  Sind  die  Berührungspunkte  der  von  Q 
und  T  an   die   Kurve   gehenden   Tangenten  (^^^a)  K  K^    und 
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L  L^^  so  ist  der  Punkt  P,  in  dem  die  Bertihrungssehne 
KK^  von  der  Berührungssehne  L  L^  geschnitten  wird,  der 
Pol  von  QT=:p  (862x^.90,).  Dieser  Schnittpunkt  P,  und 
mithin  (10^=')  auch  seine  Polare  p,  ist  aber  ein  elliptischer 
oder  hyperbolischer  Punkt,  je  nachdem  der  Wurf  K  K^  .  L  L^ 
elliptisch  oder  hyperbolisch  ist  (^"^^^l 

Lassen  sich  von  den  Punkten 
Q  und  T  die  Tangenten  Q 
(KK^)  und  T{LL^)  an  die 
Kurve  ziehen,  so  schneidet 
die  Verbindungslinie  Q  T  die 
Kurve  nicht,  wenn  die  Punkt- 
paare K  K^  und  L  L^  ein- 
ander trennen;  Q  Tsclmeidet 
dagegen  die  Kurve,  wenn 
K  K^  und  L  L^  einander 
nicht  trennen. 


Schneiden  die  Geraden  q 
und  t  die  Kurve  in  K  K^ 
und  L  X^,  so  geht  durch  den 
Schnittpunkt  q  t  keine  Tan- 
gente, wenn  die  Punktpaare 


KK^     und 


L  Xj     einander 


trennen;  durch  qt  gehen  da- 
gegen zwei  Tangenten,  wenn 
die  Punktpaare  K  K^  und 
L  L.   einander  nicht  trennen. 


109.  Kennzeichen  für  die  Strahlen  eines  hyper-  lo« 
bolisehen  Punktes.  Nennen  wir,  unter  Einführung  einer 
von  der  bisherigen  abweichenden  Bezeichnung,  den  hyper- 
bolischen Punkt  T  (Fig.  72),  die  Berührungspunkte  der  durch 
ihn  gehenden  Tangenten  ss^^^^ö«)  ß  ß^  ^^^  einen  beliebigen 
dritten  Punkt  der  Kurve  A,  so  ist  die  Kurve  gegeben  durch 
SS^^  und  T(56Z).  Jeder 
Strahl  a  von  T  wird,  weil  er 
durch  den  Pol  ^(»-z.)  der 
Seite  S  S^  des  Kurvendreiecks 
S  S^k  geht,  von  den  beiden 
andern  Kurvenseiten  A  S^  und 
A  aS  in  zwei  konjugierten 
Punkten  D  und  D^  geschnit- 
ten (9^i) ;  ferner  sind  der  Pol  T 
und  der  Punkt  2\,    in  dem  a  Fig.  72. 

von  der  Polare  S  S^  des  Punktes  T  geschnitten  wird,  zwei 
konjugierte  Punkte  ^^^i).  Die  konjugierte  Involution  von  a 
ist  also  gegeben  durch  den  Wurf  DD^.TT^.  —  Bezeichnen 
wir  noch  den  Punkt,  in  dem  die  I3reiecksseite  A  S^  die 
Tangente  s  der  Gegenecke  S  schneidet,  durch  K,  so 
haben  wir^^'  ^'^i 

DD^  TT^[S]Äl)AKS^. 
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Der  Wurf  D  D^  .  T  T^  ist  also  elliptisch  oder  hyper- 
bolisch, je  nachdem  der  Wurf  D  A  .  K  S^  elliptisch  oder 
hyperbolisch  ist  (^^i^ ,  d.  h.  je  nachdem  der  Strahl  a  des 
Punktes  T  von  dem  Kurvenpunkt  A  durch  die  von  T  aus- 
gehenden Tangenten  s  s^   getrennt  oder  nicht  getrennt  wird : 


Ei7i  Punkt  A  der  hyperbo- 
lischen Gerade  t  ist  ein  ellip- 
tischer oder  hyperbolischer 
Punkt,  je  nachdem  er  von 
irgend  einer  Tangente  durch 
die  beiden  in  t  liegenden  Kur- 
venpunkte S  und  S^  getrennt 
wird  oder  nicht  getrennt  wird. 


Ein  Strahl  a  des  hyperbo- 
lischen Punktes  T  ist  eine  ellip- 
tische oder  hyperbolischeGerade, 
je  nachdem  er  von  irgend 
einem  Kurvenpunkte  durch  die 
beiden  von  T  ausgehenden 
Tangenten  s  und  Sj  getrennt 
wird  oder  nicht  getrennt  wird. 
110  110.  Trennung-  der  elliptischen  und  hyperbolischen 
Elemente  durch  die  Kurvenelemente.  Da  nach  Nr.  109 
nur  die  Strahlen  a  des  hyperbolischen  Punktes  T  die  Kurve 
schneiden,  die  von  dem  beliebigen  Kurvenpunkte  A  durch 
die  von  T  ausgehenden  Tangenten  s  und  s^  nicht  getrennt 
werden,  so  ergiebt  sich,  dafs  es  nicht  zwei  Kurvenpunkte 
giebt,  die  durch  die  Tangenten  s  und  s^  getrennt  werden: 
1.  Zwei  beliebige  Kurvenpunkte  und  zwei  beliebige 
Tangenten  bilden  immer  einen  hyperbolischen  Wurf.  — 
Ist  e  eine  beliebige  elliptische  und  h  eine  beliebige 
hyperbolische  Gerade,  so  ist  ihr  Schnittpunkt  T=  e  h^  als 
Punkt  von  e,  ein  hyperbolischer  Punkt^^^'^  seine  Tangenten 
seien  s  und  s^.  Da  die  hyperbolische  Gerade  h  die  Kurve 
schneidet^^^^*^,  so  mufs  e  von  h  durch  die  Tangenten  s  und 
Sj  getrennt  sein;  denn  sonst  würde  auch  e  die  Kurve 
schneiden(^^^>: 

2.  Jede  elliptische  Gerade 


111 


e  wird  von  jeder  hyperbo- 
lischen Gerade  h  getrennt 
durch  die  beiden  Tangenten 
s  und  Sj,  die  durch  den 
Schnittpunkt  2'  der  beiden 
Geraden  e  und  h   gehen. 

111.    Das    zweite    g-emeinsame 
Kurven. 

Weil    durch   jeden    Punkt 
einer      elliptischen      Gerade 


2.  Jeder  elliptische  Punkt 
E  wird  von  jedem  hyperbo- 
lischen Punkte  H  getrennt 
durch  die  beiden  Kurven- 
punkte S  und  aS^,  die  in  der 
Verbindungslinie  t  der  beiden 
Punkte  E  und  H  liegen. 

Element    zweier 


Weil  in  jedem  Strahl  eines 
elliptischen      Punktes     zwei 
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zwei  Tangenten  gehen  ^^^^\ 
so  ergiebt  sieh  aus  Nr.  IIO2, 
dafs  eine  Gerade  ^^  die  sich 
aus  der  elliptischen  Gerade  e 
in  die  hyperbolische  Gerade 
h  um  den  Schnittpunkt  von 
e  und  h  dreht,  während  dieser 
Drehung  einmal  mit  einer 
Tangente  {s  oder  s^)  zusam- 
men fallen  mufs.  Da  jede 
Bewegung  einer  Gerade  x 
aufgefafst  werden  kann  als 
zusammengesetzt  aus  unend- 
lich vielen,  unendlich  kleinen 
Drehungen,  so  mufs  die  Ge- 
rade X  während  jeder  Be- 
wegung, durch  welche  sie 
von  e  nach  h  gelangt,  min- 
destens einmal  mit  einer 
Tangente  zusammenfallen.  — 
Sind  nun  k-  und  l^  zwei 
Kurven,  die  eine  Tangente  s 
gemeinsam  haben,  so  ist  von 
den  beiden  Tangenten  u  und 
V  von  k^j  welche  der  gemein- 
samen Tangente  s  benachbart 
sind,  für  die  zweite  Kurve  l'^ 
die  eine  eine  elliptische,  die 
andere  eine  hyperbolische 
Gerade.  Die  Tangente  x 
kann  die  Kurve  k^-^  beschrei- 
ben in  dem  Sinn  usv  und 
in  dem  Sinn  uv  s  (^^1);  bei 
jeder  Bewegung  mufs  sie, 
wie  wir  oben  sahen,  minde- 
stens einmal  mit  einer  Tan- 
gente der  Kurve  l-  zusammen- 
fallen. Die  Kurve  k^^  hat  also 
mit  der  Kurve  P  aufser  s 
noch  eine  zweite  Tangente 
gemeinsam : 


Kurvenpunkte  liegen  ^'^^^\  so 
ergiebt  sich  aus  Nr.  110.,, 
dafs  ein  Punkt  Z,  der  sich 
von  dem  elliptischen  Punkt 
E  zum  hyperbolischen  Punkt 
H  auf  der  Verbindungslinie 
EU  bewegt,  während  dieser 
Bewegung  einmal  mit  einem 
Kurvenpunkt  (*S  oder  *S,)  zu- 
sammenfallen mufs.  Dsijede 
Bewegung  eines  Punktes  X 
aufgefafst  werden  kann  als  zu- 
sammengesetzt aus  unendlich 
vielen,unendlich  kleinen  gerad- 
linigen Bew^egungen,  so  mufs 
der  Punkt  X  während  jeder 
Bewegung,  durch  welche  er 
von  E  nach  H  gelangt,  min- 
destens einmal  mit  einem 
Kurvenpunkte  zusammen- 
fallen. —  Sind  nun  k-  und 
P  zwei  Kurven,  die  einen 
Punkt  «S  gemeinsam  haben, 
so  ist  von  den  beiden  Punkten 
U  und  V  von  k-,  welche 
dem  gemeinsamen  Kurven- 
punkt S  benachbart  sind, 
für  die  zweite  Kurve  P 
der  eine  ein  elliptischer,  der 
andere  ein  hyperbolischer 
Punkt.  Der  Punkt  X  kann 
die  Kurve  k^  beschreiben  im 
Sinne  USV  und  im  Sinne 
£/FS(69x).  bei  jeder  Be- 
wegung mufs  er,  wie  wir 
oben  sahen,  mindestens  ein- 
mal mit  einem  Punkt  der 
Kurve  /-  zusammenfallen.  Die 
Kurve  k~  hat  also  mit  der 
Kurve  l~  aufser  aS  noch  einen 
zweiten  Punkt  gemeinsam: 
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Haben  zwei  Kurven  eine 
Tangente  gemeinsam,  so 
haben  sie  noch  eine  zweite 
Tangente  gemeinsam^^^  ^\ 


Haben  zwei  Kurven  einen 
Punkt  gemeinsam,  so  haben 
sie  noch  einen  zweiten  Punkt 


§  10.*    Konjugierte  Durchmesser. 

112  112*  Zirkulare  Involution.    Dreht  sich   ein  rechter 

Winkel  mit  den  Schenkeln  a  und  l  um  seinen  Scheitel  aS, 
so  erhalten  wir  in  S,  wenn  wir  die  Strahlen  a  und  l  ho- 
molog nennen,  zwei  kongruente  und  daher  <^^^"^  projektive 
Strahlenbüschel.  Diese  beiden  StrahlenbUschel  haben  invo- 
lutorische  Lage  ^^^*\  weil  l  in  a  fällt,  wenn  a  in  l  fällt.  Die  so 
durch  die  Zuordnung  auf  einander  senkrechter  Strahlen  in 
S  erhaltene  Involution,  die  wir  eine  zirkuläre  nennen  wollen, 
schneidet  jede  Gerade  in  einer  Punktinvolution.  Von  be- 
sonderer Wichtigkeit  nun  ist  die  Punktinvolution,  in  der  sie 
die  uneigentliche  (^^  Gerade  o  schneidet.  Konstruieren 
wir  nämlich  eine  zweite  zirkuläre  Strahleninvolution  S^,  so 
sind  je  zwei  homologen  (auf  einander  senkrecht  stehenden) 
Strahlen  von  S^  zwei  homologe  Strahlen  von  S  parallel; 
die  homologen  Strahlen  von  S^  schneiden  daher  o  in  einem 
Punktpaar  der  von  S  ausgeschnittenen  Involution. 

Wir  erhalten  also  immer  dieselbe  Punktinvolution  in  o, 
von  welcher  zirkulären  Strahleninvolution  wir  auch  ausgehen, 
so  dafs  wir  uns  die  Involution  o^  als  eine  fest  in  der  un- 
eigentlichen Gerade  gegebene  Involution  zu  denken  haben, 
die  allein  vom  Begriff  des  rechten  Winkels  abhängig,  von 
der  Lage  eines  Punktes  oder  einer  Gerade  in  der  Ebene 
aber  unabhängig  ist  und  daher  auch  wohl  die  absolute 
Involution  genannt  wird.  Uns  dient  sie  dazu,  manchen 
Sätzen  der  Planimetrie  eine  in  unsern  Sprachgebrauch  besser 
passende  Fassung  zu  geben. 

Dafs  wir  immer  dieselbe  Involution  o^  erhalten,  von 
welchem  Punkte  S  wir  auch  ausgehen,  drücken  wir  ver- 
mittelst einer  Definition  und  eines  Lehrsatzes  aus. 

1.  Definition:  Die  Punktinvolution,  in  der  eine  be- 
liebige zirkuläre  Strahleninvolution  die  uneigentliche 
Gerade    schneidet,   heifst   die  zirkuläre  Punktinvolution. 

2.  Lehrsatz:  Jede  zirkuläre  Strahleninvolution  liegt 
perspektiv  zu  der  zirkulären  Punktinvolution.  — 
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Da  zwei  auf  einander  senkrechte  Strahlen  nicht  zu- 
sammenfallen können,  so  haben  wir: 

3.  Jede  zirkuläre  Involution  ist  elliptisch.  — 

4.  Für  uns  haben  die  im  folgenden  gebrauchten  Aus- 
drücke wie:  Zwei  Strahlen  stehen  auf  einander  senkrecht, 
immer  nur  die  Bedeutung:  Die  beiden  Strahlen  gehen  durch 
zwei  homologe  Punkte  der  zirkulären  Punktinvolution. 

Schneidet  z.  B.  eine  beliebige  Gerade  die  uneigentliche 
Gerade  o  in  A  und  ist  Aj  der  A  homologe  Punkt  von  o^, 
so  geht  durch  Aj  (aufser  unendlich  vielen  eigentlichen  Ge- 
raden auch)  die  uneigentliche  Gerade  o  selbst. 

Wir  sagen  daher: 

5.  Jede  Gerade  steht  auf  der  uneigentlichen 
Gerade  senkrecht.  — 

6.  Stehen  zwei  Strahlen  einer  Strahleninvolution 
auf  ihren  homologen  senkrecht,  so  steht  jeder  Strahl 
auf  seinem  homologen  senkrecht;  oder: 

Eine    Strahleninvolution    ist    zirkulär,    wenn    zwei 
Strahlen  auf  ihren  homologen  senkrecht  stehen. 
Denn    die    Strahleninvolution    schneidet    die    uneigent- 
liche    Gerade     in     einer     Punktinvolution,     die     mit     der 
zirkulären   in  einem  Wurf  übereinstimmt  und  daher  ^^^s)  mit 
ihr  identisch  ist.  — 

7.  Wenn  in  einem  Viereck  zwei  Seiten  auf  ihren 
Gegenseiten  senkrecht  stehen,  so  steht  auch  die  dritte 
Seite  auf  ihrer  Gegenseite  senkrecht. 

Denn  die  Gegenseiten  eines  Vierecks  schneiden  jede 
Gerade  in  Punktpaaren  einer  Involution  ^^^  ^) ;  die  Involution 
aber,  welche  unser  Viereck  auf  der  uneigentlichen  Gerade  aus- 
schneidet, stimmt  mit  der  zirkulären  in 
zwei  Punktpaaren  und  daher  (^^»^  auch  im 
dritten  Punktpaar  überein.  — 

Nennen  wir  das  Viereck,  in  dem  zwei 
Seiten    auf   ihren   Gegenseiten    senkrecht 
stehen,  BB^CC^  (Fig.  73)  und  die  Dia-  ^ 
gonalpunkte  0  S  F,  so  bilden  die  Strahlen 
0  {S  F .  B  C)  einen  harmonischen  Wurf  ('^^^\    . 
Da  0  C  senkrecht  auf  0  B  steht,    so  ist   ^ 
^SOB  =  B  0F(''^^^: 

Böger,  Ebene  Geometrie  der  Lage, 
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8.  Die  Seiten   eines  Vierecks,    in  dem  zwei  Seiten 
auf  ihren  Gegenseiten  senkrecht  stehen,  halbieren  die 
Winkel  des  Diagonaldreiecks. 
A  Anmerkung.  Die  beiden  letzten  Sätze  sind  identisch  mit 

den   planimetrischen:     1.  Die  Höhen    eines  Dreiecks    gehen 
durch    einen    Punkt;    2.  die   Fufspunkte    der   Höhen    eines 
Dreiecks   bilden   ein   zweites    Dreieck,    dessen  Winkel   von 
den  Höhen  des  ersten  halbiert  werden. 
118         113.*  Rechtwinkliges  Strahlenpaar  einer  Involution. 
Lehrsatz:     In  jeder    Strahleninvolution   gieht   es   zwei 
homologe  Strahlen,  die  auf  einander  senkrecht  stehen. 
Konstruktion    des   rechtwinkligen  Strahlenpaares:     Die 
Strahleninvolution  aS  sei  durch  den  Wurf  aa^  .0\  (Fig.  74) 
gegeben  ^^'^^\     Ein  Kreis,  der  durch  den  Punkt  aS  geht,  wird, 

weil  der  Kreis  eine  Kurve 
zweiter  Ordnung  ist^^^z)^  y^^ 
der  Strahleninvolution  *S  in 
(^  einer  krummen  Punktinvolution 
geschnitten-      die      durch     die 


Punktpaare 

denen  die  Strahlenpaare  a  a^ 


Fig.  74. 

Kreises  aus  S  durch  l  und  l^,  so  sind  l  und  /, 


AÄ,.BB^,  in 
bb^ 
den  Kreis  schneiden,  bestimmt 
ist.  Verbinden  wir  das  Inyo- 
lutionszentrum  c'^),  den  Schnitt- 
punkt von  AA^  imdBB^,  mit 
dem  Mittelpunkt  des  Kreises 
und  projizieren  die  Schnittpunkte 
dieser  Verbindungslinie  und  des 

"   "     die    beiden 

homologen  Strahlen,  die  auf 'einander  senkrecht  stehen, 
z  Zusatz.     1.  Ist    die  Involution  hyperbolisch,   so  können 

wir,  wenn  die  Ordnungselemente  bekannt  sind,  die  gesuchten 
Strahlen  bequem  zeichnen:  sie  sind  die  Halbierungslinien 
der  von  den  Ordnungsstrahlen  gebildeten  beiden  Winkel. 
Denn  diese  Halbierungslinien  stehen  auf  einander  senkrecht 
und  sind,  weil  sie  durch  die  Ordnungsstrahlen  harmonisch 
getrennt  werden  (28i)^  zwei  homologe  Strahlen  der  Invo- 
lution (63b). 

2.  Ist    der  Mittelpunkt    der  Strahleninvolution    ein    un- 
ei^entlicher  Punkt,   so  bildet  die    uneigentliche  Gerade   mit 
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der   ihr  homologen    eigentlichen   Gerade    das   rechtwinklige 
Strahlenpaar^^i^s). 

114.*  Konjugriepte  Durchmesser.  Die  in  §  7  bewie-  n* 
senen  Sätze  über  Pol  und  Polare  gelten  allgemein  lür  jede 
Gerade  und  ihren  Pol;  eine  besondere  Wichtigkeit  haben 
sie  aber  für  die  unendlich  ferne  Gerade  (3)  o  und  ihren  Pol  0. 
Eine  Eeihe  von  Sätzen,  die  man  in  der  Geometrie  der 
Kegelschnitte  zu  beweisen  pflegt,  sind  nichts  anderes  als 
Anwendungen  unserer  allgemeinen  Sätze  auf  die  uneigent- 
liche Gerade.  Da  aber  ihr  Zusammenhang  mit  den  Polar- 
eigenschaften einer  Kurve  durch  eine  von  der  unsrigen  ab- 
weichende Ausdrucksweise  verdeckt  wird,  so  wollen  wir  die 
für  die  uneigentliche  Gerade  und  ihren  Pol  geltenden 
Eigenschaften  noch  einmal  in  besondern  Sätzen  hervorheben. 
Dazu  führen  wir  folgende  Bezeichnungen  ein. 

1.  Die  Polare  eines  uneigentlichen  Punktes  heifst 
ein  DurcJmiesser  der  Kurve. 

2.  Der  Pol  der  uneigentlichen  Gerade,  der  Schnitt- 
punkt der  Durchmesser  (90.)^  liejl-gt  der  Mittelpunkt  der 
Kurve. 

3.  Zwei  homologe  Strahlen  der  konjugierten  Strahlen- 
involution des  Mittelpunktes  heifsen  konjugierte  Durch- 
messer oder,  mit  andern  Worten  (92i)  ^  Zwei  Durch- 
messer, von  denen  der  eine  durch  den  Pol  des  andern 
geht,  heifsen  konjugiert. 

4.  Zwei  Richtungen  heifsen  konjugiert,  wenn  sie 
zwei  konjugierten  Durchmessern  parallel  sind. 

5.  Ein  Durchmesser,  der  die  uneigentliche  Gerade 
in  einem  Punkte  schneidet,  der  mit  dem  Pol  des 
Durchmessers  ein  Punktpaar  der  zirkulären  Punkt- 
involution d^^a)  bildet,  heifst  eine  Achse  der  Kurve. 

6.  Jede  Kurve  hat  zwei  Achsen  (i^^)^ 

115.*  Beispiel.  Wie  besondere  Sätze  aus  unsern  all- 115 
gemeinen  gewonnen  werden,  soll  an  einem  Beispiel  aus- 
führlich gezeigt  werden.  —  Ist  S  S^  eine  beliebige  Sehne 
der  Kurve  und  P^  ihr  unendlich  ferner  Punkt,  so  geht 
die  Polare  von  P^  1.  weil  P^  in  der  unendlich  fernen 
Gerade  liegt,  durch  den  Mittelpunkt  der  Kurve  (»02);  2.  durch 
den    von    V^     durch    S    und    S^     harmonisch    getrennten 

9* 
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Punkt  ^862)^  also  durch  die  Mitte  der  Sehne  S  .S^  C^"«';  3.  durch 
den  Schnittpunkt  der  Tangenten  in  5  und  S^  (^^3). 

Lehrsatz:    Der  Schnittpunkt  zweier  Tangenten,   die 

Mitte  ihrer  Berührung'ssehne   und  der  Mittelpunkt  der 

Kurve  liegen  in  einer  Gerade. 

116         116*   Parallele  Sehnen. 

1.  Die  Polaren  der  Punkte  eines  Durchmessers  sind 
dem  konjugierten  Durchmesser^^^^')  paralleK^*^«).  Die  Polaren 
der  Punkte  einer  Achse^^^^»)  stehen  senkrecht  auf  der  Achse^^^^^ 

2.  Die  Mitten  paralleler  Sehnen  liegen  in  einem  Durch- 
messer^^^*),  —  Jeder  Durchmesser  und  die  von  ihm  halbierten 
Sehnen  haben  konjugierte  Richtungen^^^'i*). 

3.  Jeder  Durchmesser,  der  die  Kurve  schneidet,  wird 
durch  den  Mittelpunkt  halbiert^^*^*^;  die  Tangenten  in  den 
Endpunkten  dieser  Durchmesser  sind  einander  ^'^'^i)  und  den 
vom  Durchmesser  halbierten  Sehnen  paralleF^^^l 

4.  Die  Diagonalen  jedes  eingeschriebenen  Parallelo- 
gramms schneiden  sich  im  Mittelpunkt  der  Kurve^^^^. 

5.  Die  Diagonalen  jedes  umgeschriebenen  Parallelo- 
gramms sind  konjugierte  Durchmesser^^^»^ ;  das  zugeordnete 
Kurvenviereck  ist  ein  Parallelogramm^^^^ 

6.  Zwei  Seiten  eines  Kurveudreiecks,  dessen  dritte  Seite 
ein  Durchmesser  ist,  haben  konjugierte  Richtungen. 

Denn  die  Geraden,  die  die  Mitte  der  dritten  Seite,  den 
Mittelpunkt  der  Kurve^^^^»),  mit  den  Mitten  der  beiden  ersten 
Seiten  verbinden,  sind  den  beiden  ersten  parallel  und  kon- 
jugierte Durchmesser. 

117  117.*  Symmetrische  Lag-e  der  Kurvenpunkte  zu 
zwei  konjug-ierten  Durehmessern.  Sind  d  und  d^  zwei 
konjugierte  Durchmesser^^'^»)  und  S  ein  beliebiger  Punkt  der 
Kurve,  so  erhält  man  zwei  neue  Kurvenpunkte  5^  und  S^, 
indem  man  durch  *S  Parallelen  zu  d  und  d^  zieht  und  auf 
diesen  die  beiden  Punkte  S^  und  S^  so  bestimmt,  dafs  die 
Strecken  *S  S^  und  S  S^  durch  d^  und  d  halbiert  werden^^e«). 
Verbindet  man  noch  *S"mit  dem  Schnittpunkt  0  der  Durch- 
messer, dem  Mittelpunkt  der  Kurve^^^^«),  und  ninmit  auf  dieser 
Verbindungslinie  einen  Punkt  S,^  so  an,  dafs  S  S^  durch  0 
halbiert  wird,  so  hat  man  vier  Kurvenpunkte  S  -S^  S^  S.,^,  die 
ein  Parallelogramm  bilden,  dessen  Seiten  den  konjugierten 
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Durchmessern    parallel    sind.     Das    Ergebnis    drücken    wir 
so  aus: 

Die  Kurve  liegt  symmetrisch  zu  je  zwei  konjugierten 
Durchmessern. 

118.*  Parallele  Tangenten.  ns 

Aufgabe :  Die  Tangente  zu  zeichnen,  die  einer  gegebenen 
Tangente  paraZ/e/  ist. 

Lösung:  Die  Kurve  sei  durch  S  S^k  und  T  gegeben^^^  ^^ 
Wir  wollen  den  Berührungspunkt  der  5  T  parallelen  Tangente 
zeichnen.  —  Wir  wählen  auf  iS  T  den  Punkt  K  so,  dafs  T 
die  Mitte  von  S  K  ist,  und  zeichnen  zu  dem  Strahl  5^  K 
von  *Sj  den  zugeordneten  von  «S.  Wir  verbinden  also^^^  ^^ 
den  Punkt  i>p  in  dem  S^  K  die  Sehne  A  *S  schneidet,  mit 
T  und  den  Punkt  D,  in  dem  diese  Verbindungslinie  B^  T 
die  Sehne  kS^  sehneidet,  mit  *S.  Der  Schnittpunkt  A  von 
SD  und  S^D^  ist  der  gesuchte;  denn  seine  Tangente 
wird,  wie  eine  Anwendung  von  Nr.  Sl^  auf  das  von  den 
Tangenten  in  S  S^  ä  gebildete  Dreiseit  ergiebt,  von  dem 
Strahl  A  T  durch  S  und  *S^  harmonisch  getrennt,  schneidet 
also  die  Tangente  von  S  in  dem  von  T  durch  aS  und  K 
harmonisch  getrennten  Punkte^^is),  d.  i.  im  unendlich  fernen^^Tz) 
—  Schneidet  der  Strahl  S  D  den  Strahl  aS^  D^  im  un- 
endlich fernen  Punkt  A,  so  ist  die  Tangente,  weil  sie  den 
Punkt  A  mit  dem  unendlich  fernen  Punkt  von  S  T  verbindet,  . 
die  unendlich  ferne  Gerade.  Auf  diesen  besondern  Fall 
gehen  wir  in  Nr.  127  näher  ein. 

Zusatz.  Da  sich  also  zu  jeder  Tangente  eine  ihr  z 
parallele  zeichnen  läfst,  so  können  wir  jede  Kurve  auch  als 
bestimmt (^^  ^')  ansehen  durch  zwei  Punkte,  deren  Tangenten 
sich  in  einem  unendlich  fernen  Punkte  T  ^  schneiden,  und 
einen  beliebigen  dritten  Punkt  A.  Bezeichnen  wir  die  beiden 
ersten  Punkte  durch  5  und  *S^  (nicht  mehr,  wie  in  der  eben 
angegebenen  Konstruktion,  durch  S  und  A),  so  können  wir 
jede  Kurve  als  gegeben  ansehen  durch  S  S^k  und  T  ^. 

Anmerkung.  Bei  der  Zeichnung  einer  Kurve  empfiehlt  a 
es  sich,  jedesmal  die  der  Tangente  in  S  parallele  Tangente 
zu  zeichnen,  da  die  Verbindungslinie  ihres  Berührungspunktes 
und  des  Punktes  -S,  als  Polare^^^^i)  des  unendlich  fernen 
Punktes  Too,  ein  Durchmesser  (^i^i)  und  die  Mitte  dieses 
Durchmessers  der  Mittelpunkt  der  Kurve*^^^^»^  ist. 
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119         119*    Achsen  der  Kurve. 

Aufgabe:  Die  Achsen  einer  Kurve  zu  zeichnen. 
Lösung-:  Wir  haben  in  der  Strahleninvolution  des  Kurven- 
mittelpunktes   die    beiden    homologen  Strahlen   zu  zeichnen, 

die  auf  einander  senkrecht 
stehen^^i^»).  _  igt  die  Kurve 
durch  55,  A  und  Too  (Fig.  75) 
gegeben(^i8  2\  die  Mitte  0  von 
5  5,  also(^i8^>  der  Kurven- 
mittelpunkt, so  sind  0  7' 00 
und  0  S  zwei  konjugierte 
Durchmesser;  ein  zweites 
Paar  erhalten  wir,  indem  wir 
0  mit  den  Mitten  der  Seiten 
A5,   und  A5  verbinden^ ^^^«^ 

^1 \*A^~-  -       In    der    durch    diese    beiden 

Strahlenpaare  bestimmten  In- 
^'^"  ^^'  volution    zeichnen    wir   nach 

Nr.  113  die  beiden  homologen  Strahlen,  die  auf  einander 
senkrecht  stehen  (Siehe  Fig.  75). 

120  5^r:2^l20.*  Definition  der  Ellipse  und  der  Hyperbel.   Die 

konjugierte  Strahleninvolution  des  Kurvenmittelpunktes  0 
(oder  die  perspektiv  zu  ihr  liegende^^^e)  Punktinvolution  der 
unendlich  fernen  Gerade  o)  ist  charakteristisch  für  die  Ge- 
stalt der  Kurve.  Liegt  0  auf  seiner  Polare  o,  so  ist  0  ein 
Kurvenpunkt^se  z.)  und  o  seine  Tangente  und  die  konjugierte 
Strahleninvolution  ist  parabolisch^^'^'l  Wenn  wir  diesen  Fall 
(den  wir  in  Nr.  127  betrachten  werden)  vorläufig  ausschlief sen, 
also  annehmen,  dafs  0  ein  eigentlicher  Punkt  ist,  so  kann 
die  Strahleninvolution  des  Kurvenmittelpunktes  0  elliptisch 
oder  hyperbolisch  sein. 

1.  Definition:  Eine  Kurve,  für  welche  die  konjugierte 
Strahleninvolution  des  Mittelpunktes  elliptisch  {hyperbolisch) 
ist,  hei/st  eine  Ellipse  {Hyperbel). 

Da  die  Strahleninvolution  von  0  perspektiv  liegt  zu 
der  konjugierten  Punktinvolution  der  Polare  o(^^«),  so 
haben  wir: 

2.  Eine  Ellipse  hat  keinen  unendlich  fernen  Punkt; 
eine  Hyperbel  hat  zwei  unendlich  ferne  Punkte. 
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121.*  Durehmessep  der  Ellipse  und  der  Hyperbel.  121 

1.  Der  Mittelpunkt  der  Ellipse  ist  ein  elliptischer 
Punkteoöi). 

2.  Jeder  Durchmesser  schneidet  die  Ellipse^^°^>;  ins- 
besondere: jede  der  beiden  Achsen  schneidet  die  Ellipse; 
die  Schnittpunkte  einer  Achse  mit  der  Ellipse  heifsen 
Scheitel;  die  Tangenten  in  den  Scheiteln  einer  Achse  stehen 
senkrecht  auf  der  Achse^^'^  ^1^. 

3.  Der  Mittelpunkt  der  Hyperbel  ist  ein  hyperbolischer 
Punkt^^*^^!^ ;  die  durch  ihn  gehenden  Tangenten  (^<^^«)  heifsen 
Asijmptoten.  Die  Berührungspunkte  der  Asymptoten  sind  die 
unendlich  fernen  Punkte  der  HyperbeK^^  ^^^ 

4.  Je  zwei  konjugierte  Durchmesser  werden  durch  die 
Asymptoten  harmonisch  getrennt^^^^^), 

5.  Die  beiden  Geraden,  welche  die  von  den  Asymptoten 
gebildeten  Winkel  halbieren,  sind  die  Achsen  der  HyperbeK'  ^^^^K 

6.  Von  zwei  konjugierten  Durchmessern  schneidet  der 
eine  die  Hyperbel,  der  andere  nicht^^^*^!);  insbesondere:  von 
den  beiden  Achsen  schneidet  die  eine  die  Hyperbel,  die 
andere  nicht.  Die  Achse,  welche  die  Hyperbel  schneidet, 
heifst  die  Hauptachse ;  ihre  Schnittpunkte  mit  der  Hyperbel 
heifsen  Scheitel;  die  Tangenten  in  den  Scheiteln  stehen 
senkrecht  auf  der  Hauptachse*^^^  ^i\ 

122.*  Hyperbeltangenten.  Nennen  wir  die  beiden  122 
Asymptoten  der  Hyperbel  m  und  n  und  ihre  unendlich  fernen 
Berührungspunkte*^ ^^«^  M  und  N  und  einen  beliebigen  Punkt 
der  Hyperbel  A,  so  bilden  A  M  N  ein  Kurvendreieck,  von 
dem  die  eine  Seite  M  N  die  unendlich  ferne  Gerade  ist. 
Wenden  wir  auf  dies  Kurvendreieck  den  Satz  Nr.  51^  an, 
so  ergiebt  sich,  dafs  die  Seite  M  N  die  Tangente  a  der 
gegenüberliegenden  Ecke  A  in  einem  Punkte  K  schneidet, 
der  von  A  durch  m  und  n  harmonisch  getrennt  ist.  Da  aber 
K  der  unendlich  ferne  Punkt  von  a  ist,  so  ist  A  die  Mitte^^^^) 
der  Strecke,  die  von  m  und  n  auf  a  begrenzt  wird: 

1.  Die  Strecke,  welche  auf  einer  beliebigen  Hyperbel- 
tangente von  den  beiden  Asymptoten  begrenzt  wird, 
wird  durch  den  Berührungspunkt  halbiert.  — 

Sind  A  und  B  (Fig.  76)  zwei  beliebige  Punkte  der 
Hyperbel,  so  bilden  sie  mit  den  beiden  unendlich  fernen 
Punkten  M  und  N  ein  Kurvenviereck,  dessen  einer  Diagonal- 


Fig.  76. 
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punkt  R  der  unendlich  ferne  Punkt  von  A  B  ist,  während 
die  Verbindungslinie  der  beiden  andern  P  und  Q  die  Sehne 
A  B  in  C  halbiert (^^2).  Schneidet  die  Tangente  a  des 
Punktes  A  die  drei  Diagonallinien  des  Kurvenvierecks  A  B  M  N 

in  den  drei  Punkten  T^ 

\    ^^  A  und  A^,  so  ergeben 

•  \  V      ^yf\    y^^  <iie     Verbindungslinien 

VvV\       y  TB,    ^M,     ^,N     die 

m^\Jx      ^  yC-'  Tangente    ß  in  B  und 

^^y^    ^^'\c,,'-'yß\  die  beiden  Asymptoten 

y  '\'^>^<\y       \  N      'm  und  'd^^\     Die  Tan- 

y^^-'7*s  /       B   ^-T^-^X  gente   ß  schneidet   die 

^^'' 'Jj      h  ^  Asymptote  m  in  einem 

Punkte  B  der  Diagonal- 
linie PR  und  die 
Asymptote  n  in  einem  Punkte  B^  der  Diagonallinie  Q  R. 
Da  R  der  unendlich  ferne  Punkt  von  AB,  d.  h/^)  da 
AB^W  kS\\  A^B  ist,  so  haben  wir: 

2.  Die  Asymptoten  einer  Hyperbel  schneiden  zwei 
beliebige  Tangenten  in  den  Ecken  eines  Trapezes, 
dessen  Grundlinien  der  Berührungssehne  der  beiden 
Tangenten  parallel  sind.  — 

Aus  A  B^  II  A^  B  ergiebt  sich  weiter:  Dreieck  A^B  A 
=  A^B  B^ ;  addieren  wir  zu  jedem  dieser  Dreiecke  das 
Dreieck  A^  B  0,  so  ist  OAA^  =  OBB^'. 

3.  Jede  Tangente  begrenzt  mit  den  beiden  Asym- 
ptoten ein  Dreieck  von  unveränderlichem  Inhalt. 

123  123.*  Hyperbelsehne.  Die  Diagonallinie  PQ  (Fig.  76), 
welche  die  Sehne  A  B  in  C  halbiert(i222)^  geht,  weil  sie  der 
Vierecksseite  M  N  zugeordnet  ist^^^  '^\  durch  den  Schnittpunkt 
0  der  Asymptoten  m  und  n^^^\  also  durch  den  Kurvenmittel- 
punkt<87Zi).  Da  ferner  R  der  Pol  der  Diagonallinie  PQ 
ist^ö^i),  so  sind  0  R  und  0  C  konjugierte  Durchmesser^^^^»), 
werden  also^^^ij  durch  die  Asymptoten  m  und  n  harmonisch 
getrennt;  C  ist  daher (272)  auch  die  Mitte  der  von  den 
Asymptoten  m  und  n  auf  der  Sehne  A  B  begrenzten 
Strecke : 

Die  Mitte  einer  Hyperbelsehne  ist  zugleich  die  Mitte 

der  von   den  Asymptoten   auf  der   Sehne   begrenzten 

Strecke. 
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124  *  Kennzeichen  für  die  Ellipse  und  die  Hyperbel.  124 

Ist  eine  Kurve  durch  S  S^  A  und  Too  gegeheni^^^^\  so  läfst 
sieh  ein  einfaches  Kennzeichen  dafür  angeben,  ob  die  Kurve 
eine  Ellipse  oder  Hyperbel  ist.    Die  unendlich  ferne  Gerade, 
die    durch    Tco    geht,    hat   nämlich   mit   der  Kurve   keinen 
Punkt   oder   zwei  Punkte   gemein,   je    nachdem   sie   von  A 
durch    die   parallelen  Tangenten  s   und  s^  in  S  und  5    ge- 
trennt ist  oder  nichtdo^).    Ziehen  wir  also  durch  A  eine  be- 
liebige Gerade,   welche  s  und  s^  in  C  und  i>  schneidet,   so 
ist  die  Kurve  eine  Ellipse  oder  Tangente,  je  nachdem  A  auf 
CB  oder   auf  C' I)(^)  liegt  ^i^).     Sagen   wir  im  ersten  Fall, 
dafs  der  Punkt  innerhalb,    im   zweiten,    dafs   er   aufserhalb 
der  parallelen  Tangenten  s  und  s^  liegt,    so  haben  wir  den 
Lehrsatz:  Eine  Kurve  ist  eine  Ellipse  oder  Hyperbel, 
je  nachdem   ein  beliebiger  ihrer  Punkte  durch  irgend 
zwei    parallele   Tangenten    von   der   unendlich   fernen 
Gerade    getrennt    wird   oder   nicht;    oder   mit   andern 
Worten:    je    nachdem     ein    beliebiger    Kurvenpunkt 
innerhalb    oder    aufserhalb    irgend    zweier    parallelen 
Tangenten  liegt. 

125.*   Abschnitte   auf  zwei  parallelen  Tangenten.  125 

Ist  eine  Kurve  durch  SS^A  und  Too  (Fig.  77)  gegeben^^i^^) 
so  erhalten  wir  einen  neuen  Kurvenpunkt  A^*^  '^\  indem  wir 
irgend  eine  Parallele  zu  der  Tangente  SToo  =  s  ziehen 
und  die  Punkte  JJ  und  i>^,  in  denen  sie  von  den  Seiten 
A/Sj  und  AaS  des  Kurvendreiecks  AS  S^  geschnitten  wird, 
aus  S  und  S^  projizieren.  Bezeichnen  wir  noch  die  Punkte^ 
in  denen  die  Tangente  s  von  AS^  und  A  S^  geschnitten  wird, 
durch  K  und  Z,  und  die  Punkte,  in  denen  die  Tangente 
S^  Too=Sj  von  AaS  und  A^  geschnitten  wird,  durch  K. 
und  Z/^,  so  ergiebt  sich  aus  der  Figur 

folglich  SK.K^S^=.SL.L^S^,  folglich 
SK.S^K^=SL,S^L^, 

Unser  Produkt  hat  also  denselben  Wert,  ob  wir  von 
dem  Kurvendreieck  SS^A  oder  von  dem  Kurvendreieck 
*S  aS^  A  ausgehen,  mit  andern  Worten:  Bas  Produkt  ist  konstant. 
Bezeichnen   wir   diesen   konstanten  Wert   durch  +4  6-,   so 
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lehrt  die  Anschauung,  dafs  für  eine  Ellipse,  für  welche  (wie 
in  der  Figur)  A  innerhalb  der  parallelen  Tangenten  s  und 
Sj  liegt(^24)^  ^[q  Strecken  SK  und  S,  K^  dieselbe  Richtung 
haben,  ihr  Produkt  also^^^)  positiv  ist;  für  eine  Hyperbel 
dagegen  negativ.  Um  das  Ergebnis  bequemer  in  Worte 
kleiden  zu  können,  bemerken  wir  noch,  dafs  die  Seite  kS^ 
des  Kurvendreiecks  A  5  6\  die  Tangente  s  der  Gegenecke 
S  in  einem  Punkte  K  schneidet,  der  von  5  durch  die  Tan- 
genten Sj   und  a  der  beiden  andern  Ecken  harmonisch  ge- 


Fig.  77. 

trennt  wird^^^^).  Da  nun  s  von  s^  in  dem  unendlich  fernen 
Punkte  jToo  geschnitten  wird,  so  wird  .^  von  a  in  der  Mitte 
A  von  S  K  geschnitten^'^^«^;  ebenso  ergiebt  sich,  dafs  s^  von 
a  in  der  Mitte  A^  von  S^  K^  geschnitten  wird.    Wir  erhalten 

für  eine  Ellipse  :  S  A  .  S^  A^  = +  h^'- 
für  eine  Hyperbel:  S  A  .  S^  A^=^  —  h-. 

Lehrsatz:  Das  Produkt  aus  den  Strecken,  die  eine 
veränderliche  Tangente  auf  zwei  festen  parallelen  Tan- 
genten abschneidet,  ist  konstant,  und  zwar  für  eine 
Ellipse  positiv,  für  eine  Hyperbel  negativ. 

126         126.*   Gleichung-en  der  Ellipse  und  der  Hyperbel. 

S5j  (Fig.  77)  ist  als  Polare  ^^^^i)  des  unendlich  fernen 
Punktes  Too  ein  Durchmesser,  die  Mitte  0  von  S  S^ 
also   der   Mittelpunkt  der   Kurve  (^i»  ^\  und  0  Tcc   und  0  S 
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sind   zwei  konjugierte  Durchmesser^^^^»).     Schneidet  die  Ver- 
bindungslinie A  7'oo  den  Durchmesser  -S  S^   in  Q,  so  ist 

Q        QA  SQ 


folglich 


QA 

S, 

5Ä  ~ 

'S, 

QA-^ 

^    -O  Oj    /Vj  O   O 


SQ.S^Q  _   QS.S,  Q 


Beziehen  wir  den  Kurvenpunkt  A  auf  ein  schiefwinkliges 
Koordinatensystem,  dessen  Achsen  die  beiden  konjugierten 
Durchmesser  0  aS  und  0  Too  sind,  und  bezeichnen  daher 
0  Q  durch  x  und  Q  A  durch  y,  so  ist,  wenn  wir  noch 
S  S^^  2  a  setzen,   Q  S  .  S^  Q  =  a^  —  ^-  und  ferner 

.->  o  o  ■>  .> 

für  eine  Ellipse :  -^  = r, — ,  folglich  — ^  -|-  ^  =  i  • 

O  O  O  O  .) 

für  eine  Hyperbel:  —  yy  ^^ T~~i  folglich  -^y  —  ^~  =  i, 

127.*  Parabel.    Wir  wenden  uns  jetzt  zu  dem  Fall,  den  127 
wir    in   Nr.    120    ausgeschlossen    haben,    dafs   nämlich    die 
konjugierte  Strahleninvolution  des  Kurvenmittelpunktes  para- 
bolisch ist. 

1.  Definition:  Eine  Kurve,  für  welche  die  konjugierte 
Strahleninvolution  des  Mittelpunktes  parabolisch  ist,  heifst  eine 
Parabel. 

2.  Der  Mittelpunkt  der  Parabel  ist  ein  parabolischer 
Punkt^^ö^i^  und  daher*^^"^«)  ein  Kurvenpunkt. 

3.  Die  unendlich  ferne  Gerade,  als  Polare  des  Mittel- 
punktes'^^^'^2),  ist  eine  Tangente  der  Parabel^^^  ^2).  Der  Mittel- 
punkt, als  Berührungspunkt  dieser  Tangente,  ist  ein  unendlich 
ferner  Punkt. 

4.  Jede  Kurve,  die  die  unendlich  ferne  Gerade  berührt, 
ist  eine  Parabel;  denn  der  Pol  der  unendlich  fernen  Gerade 
0,  der  Mittelpunkt^^i*«^  0  der  Kurve,  ist  der  Berührungspunkt 
von  o^^'^^a);  die  konjugierte  Strahleninvolution  eines  Kurven- 
punktes aber  ist  parabolisch^^^^^. 

5.  Jeder  Durchmesser  schneidet  die  Parabel  (im  un- 
endlich fernen  Mittelpunkt  und  daher^^^>  noch)  in  einem 
eigentlichen  Punkt.  — 

Weil  die  unendlich  ferne  Gerade  eine  Tangente  ist,  so 
wird  die  Parabel  durch  vier  Stücke  bestimmt^^^  ^^: 
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6.  Eine  Parabel  ist  bestimmt  durch  3  Punkte  und  den 
unendlich  fernen  (Mittel-)  Punkt;  durch  zwei  Punkte  und 
ihre  Tangenten;  durch  3  Tangenten  und  den  Berührungs- 
punkt der  einen;  durch  4  Tangenten. 

rr/ 


$-^^ 


Fig.  78. 


Zur  Übung(47  a)  :  SS^kco  B(55) -^  SooS^k B^^ö) ;  Ä 5^  A  oo (J^^^) ; 
SS^öo^  ((58  z).  Fig.  78);  S  a  g^  ß'^^'^-  A  oo  o  o^  /^(^D;  oG^a  ßi^-'\ 

128  128.*  Die  konjugierte  Involution  eines  Parabel- 
durchmessers. Ist  eine  Parabel  durch  zwei  Punkte  und  ihre 
Tangenten  (i^'o),  also  durch  S  S^  und  T  gegeben,  so  können 
wir,  wenn  wir  den  noch  unbekannten,  unendlich  fernen 
Punkt  der  Parabel  mit  0  bezeichnen,  auf  das  Kurvendreieck 
S  S^  0  den  Satz  Nr.  51^  anwenden.  Danach  schneidet  die 
Seite  S^  0  die  Tangente  S  T=  s  der  Gegenecke  in  einem 
Punkte  K,  der  von  S  durch  die  Tangenten  s^  und  o  der 
beiden  andern  Ecken  S^  und  0  harmonisch  getrennt  wird. 
Da  s  von  o  im  unendlich  fernen  Punkt  geschnitten  wird, 
so  ist  T  die  Mitte  von  S  K  (2^2).  Verbinden  wir  T  mit  der 
Mitte  C  von  S  S^,  so  geht  T  C,  weil  T  C  \\  S^  K  ist,  durch 
den  Mittelpunkt  0: 

1.  Die    Gerade,    welche    den    Schnittpunkt    zweier 
Parabeltangenten  mit  der  Mitte  der  zugeordneten  Be- 
rührungssehne verbindet,  ist  ein  Durchmesser.  — 
Bezeichnen   wir    den    eigentlichen  Punkt,    in    dem    die 
Parabel  einen  Durchmesser  schneidet^^^'»),   durch  A,  so  sind 
A   und   der  Mittelpunkt  0   die  Ordnungspunkte   der   konju- 
gierten Involution  (^27)  des  Durchmessers.     Da  je  zwei  kon- 
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jugierte  Punkte  des  Durchmessers  durch  A  und  0  harmonisch 

getrennt  werden  ^^^*\  so  sind  sie  gleich  weit  von  A  entfernt^^"^«^ : 

2.  Der  eigentliche  Punkt,   in  dem  ein  Durchmesser 

von  der  Parabel  geschnitten  wird,  ist  die  Mitte  zwischen 

je  zwei  konjugierten  Punkten  des  Durchmessers. 

129.*    Tang-entendreieck.    Es  seien  SS^A  (Fig.  79)  129 
drei  beliebige  Punkte  einer  Parabel,  von  der  0  der  unendlich 
ferne  Punkt  sei.     Auf  das  Kurvenviereck  S  S^  A  0   wenden 
wir  den  Satz  Nr.  59  an:     Das  Diagonaldreieck  PQR  des 
Kurvenvierecks  S  S^A  0  ist  dasselbe 
wie    das   Diagonaldreieck   des   zuge- 
ordneten Kurvenvierseits  ss^  «0;  drei 
Ecken  dieses  Vierseits  sind  die  Punkte,      ,     >^^-^53^a^^ss^-____^x^ 
in    denen    die   drei   Seiten    des  Dia- 


gonaldreiecks PQR  von  der  unend- 
lich fernen  Gerade  0  geschnitten 
werden;  die  Gegenecken  TMM^ 
dieser  drei  Ecken,  in  denen  sich  die  Fig.  79. 

Tangenten  s  s^a  schneiden,  müssen  daher  die  Mitten  (^^-^^  der 
Seiten  des  Diagonaldreiecks  PQR  sein: 

1.  Die  Tangenten  in  drei  beliebigen  Parabelpunkten 
halbieren  die  Diagonallinien  desjenigen  Kurvenvierecks, 
das  von  den  drei  Punkten  und  dem  unendlich  fernen 
Punkt  der  Parabel  gebildet  wird.  — 

Vermittelst  dieses  Lehrsatzes  ergiebt  sich  aus  der  Figur : 
Dreieck  RS^Q  =  RS^S 
Dreieck  R  S^  A  =  R  S^  A 
Dreieck  QR  A  =  S  S^  A 
Dreieck  QR  A  =  2  T M M^ 
Dreieck  .S^,  A  =2  T M M^. 

2.  Jedes  Kurvendreieck  einer  Parabel  ist  doppelt 
so  grofs  wie  das  zugeordnete  Kurvendreiseit.  — 

Schalten  wir  zwischen  S  und  A  einen  Parabelpunkt  B 
und  zwischen  *S^  und  A  einen  Parabelpunkt  V  ein  und 
wenden  auf  jedes  der  Kurvendreiecke  *S  A  B  und  S^  AV 
unsern  Satz  an,  so  erkennen  wir  durch  unbegrenzt  fortge- 
setztes Einschalten  von  Parabelpunkten,  dafs  die  von  der 
beliebigen  Sehne    S  S^    und   der   Parabel   begrenzte  Fläche 


iL 
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doppelt  so  grofs  ist  wie  das  auf  serhalb  der  Parabel  liegende 

Flächenstück  des  Dreiecks  5  5^  T: 

3.  Das  Dreieck,  welches  von  zwei  Parabeltangenten 
und  ihrer  Berührungssehne  gebildet  wird,  ist  f  mal  so 
grofs  wie  das  zugehörige  Parabelsegraent. 

130.*  Gleichung-  der  Parabel.   Sehen  wir  eine  Parabel 
gegeben  an  durch  S  S^  k  und   T^o^^^^^    i 
Durchmesser   ist^^^»^),    der  Punkt  S. 
den    unendlich    fernen 
Parabel    fallen  (1275)^^     so     dafs 
(ToqÄJ  die  unendlich  ferne  Gerade  ^^^ 
igt.    —    Wir    zeichnen    einen    vierten 
Kurvenpunkt  A^*^  '^\  indem  wir  irgend 


so  mufs,   weil 
^   (oder  *S)   in 
Punkt    0    der 
T     0 


zwei   Punkte   TJ  und  D^ 


(Fig.  80)    in 
des   Kurven- 


und 
von 
KD 


Fig.  80. 

bezeichnen   die 

0  A  und  0  A  geschnitten  wird 

=  K^  I)^  ist,  so  ergiebt  sich 


den  Seiten  A  0  und  A  5 
dreiecks  A  0  8,  die  mit  T^  in  einer 
Gerade  liegen,  aus  *S  und  0  projizieren, 
Punkte,   in  denen  die  Tangente  5  T 


00 


durch  K  und  K.  Weil 


SK 


SK. 


SK       SK 


Kk 


^lA' 


KD      KL 


folglich : 


SK' 


SK^^ 


Kk 


K,L 

STr 


Ziehen    wir    durch  A    zur   Tangente  ^  ^00 
welche  den  Durchmesser  S  0  in  Q  schneidet. 


eine   Parallele, 
und  bezeichnen 
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SQ=K^  A  durch  x  und  Q  L  =  S  K^  durch  y,  so  ergiebt 
sich  aus  der  vorstehenden  Gleichung,  dafs  Q  h~ :  S  Q  =  i/-:x 
einen  konstanten  Wert  hat.  Bezeichnen  wir  diesen  durch 
2pj  so  ist 

y^~=  2  p  X 

die  Gleichung  einer  Parabel,  bezogen  auf  ein  Achsensystem, 
das  gebildet  wird  von  einer  beliebigen  Tangente  und  dem 
durch  ihren  Berührungspunkt  gehenden  Durchmesser. 

131.*    Kreis. 

1.  Definition:  Eine  Kurve,  für  welche  die  konjugierte 
Strahleninvolution  des  Mittelpunktes  zirkular^^^-^  ist^  heijst  ein 
Kreis. 
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2.  Eine  Kurve  ist  ein  Kreis,  wenn  zwei  Durehmesser 
auf  ihren  konjugierten  senkrecht  stehen  (^^^e\ 

3.  Eine  Kurve,  der  die  zirkuläre  Punktinvolution  der 
unendlich  fernen  Gerade  konjugiert  ist,  ist  ein  Kreis  (^26^.1122), 

4.  Der  Mittelpunkt  des  Kreises  ist  ein  elliptischer 
Punkt  (^123). 

5.  Der  Kreis  wird  von  jedem  seiner  Durchmesser  ge- 
schnitten(io7). 

6.  Zwei  Seiten  eines  Kreisdreiecks,  dessen  dritte  Seite 
ein  Durchmesser  ist,  stehen  aufeinander  senkrecht^^^^«);  oder: 
Der  Peripheriewinkel  über  dem  Durchmesser  ist  ein  rechter. 

7.  Die  Durchmesser  eines  Kreises  sind  einander  gleich; 
denn  die  Strecke,  welche  die  Mitte  der  Hypotenuse  mit 

der  Gegenecke  verbindet,   ist  halb  so  grofs  wie  die  Hypo- 
tenuse. — 

8.  Das  von  einem  beliebigen  Punkt  auf  seine  Polare 
gefällte  Lot  geht  durch  den  Mittelpunkt  des  Kreises. 

Ist  nämlich  P  ein  beliebiger  Punkt,  so  ist  dem  durch 
F  gehenden  Durchmesser  0  P  das  in  0  auf  0  P  errichtete 
Lot  konjugiert^'-^^i);  die  Polare  des  Punktes  P  steht  daher, 
weil  sie  durch  den  unendlich  fernen  Punkt  dieses  Lotes 
gehen  mufs^^*^«^  senkrecht  auf  0  P.  — 

Ein  besonderer  Fall  des  vorhergehenden  Satzes  ist: 

9.  Jede  Kreistangente  steht  auf  dem  Radius  ihres  Be- 
rührungspunktes senkrecht; 

denn  die  Polare  eines  Kreispunktes  ist  seine  Tan- 
gente^^^  ^2), 

132.*  Konstruktion  des  Kreises.  In  Nr.  100  haben 
wir  eine  Kurve  gezeichnet,  für  welche  ein  Punkt  und  zwei 
konjugierte  Involutionen  gegeben  sind.  Ein  besonderer  Fall 
dieser  Aufgabe  ist  die  folgende 

1.  Aufgabe:  Einen  Kreis  zu  zeichnen^  für  ivelclien  ein 
Punkt  und  eine  konjugierte  Punktinvolution  gegeben  sind. 

Zu  den  gegebenen  Stücken  tritt  noch  hinzu  die  zirkuläre 
Punktinvolution  der  unendlich  fernen  Gerade  o^^^ij).  ^ir 
erhalten  daher,  der  Änalysis  von  Nr.  100  entsprechend, 
indem  wir  g-  mit  der  zirkulären  Punktinvolution  0-  zu- 
sammenfallen lassen,  die  folgende  Konstruktion.  —  Ist  dem 
unendlich  fernen  Punkte   U  von   h    der  Punkt  H  (Fig.  81) 
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homolog,    so    schneidet  das  in  H  auf  A  er  richtete  Lot  die 

unendlich  ferne  Gerade  o  in  dem  dem  Punkte  U  homologen 

Punkte  (t(J12,>^  so  dafs  dies  Lot 
^*  \zr  die  Polare  u  von  U  ist^^^a)^  Yqh 
dem  gegebenen  Punkte  «S  fällen 
wir  auf  u  das  Lot  /S  Q  und  wählen 
auf  diesem  den  Punkt  L  so,  dafs 
Q  die  Mitte  von  S  L  ist;  von  L 
fällen  wir  auf  h  das  Lot  L  V 
und  von  dem  Punkte  f^,  der  dem 
Punkte  r  in  Ir  homolog  ist,  das 
Lot  auf  die  Verbindungslinie  S  H^ 
welches  LT  in  S^^  schneidet. 
Jeder  Strahl  von  aS  wird  dann 
durch  den  auf  ihm  senkrechten 
Strahl   von  S^   in   einem  Punkte 

des  Kreises   geschnitten^^^^j,  — 

Da  alle  Kreise  die  zirkuläre  Punktinvolution  gemeinsam 

haben (^^1»),  so  ergiebt  sich  noch: 

2.  Zwei  Kreise,  die  einen  Punkt  gemeinsam  haben, 
haben  noch  einen  zw^eiten  Punkt  gemeinsam^ ^^^«1 

3.  Drei  Kreise,  die  einen  Punkt  gemeinsam  haben, 
haben  noch  einen  zweiten  Punkt  gemeinsam,  wenn 
ihre  Mittelpunkte  in  einer  Gerade  liegen^^o^«). 


Fig.  81. 


§  11.    Die  diagonale  Involution. 

133  133.    Die  diag-onale  Involution.     In   den   Trägern  g 

und  /i,  die  sich  in  U  schneiden,  seien  zwei  beliebige  In- 
volutionen g-  und  Iv'  gegeben.  Entspricht  dem  Schnittpunkt 
U  m  g-  der  Punkt  Q  und  in  h-  der  Punkt  //,  so  soll  die 
Verbindungslinie  G  11=  u  die  zu  {gh)  gehörige  Diagonallinie 
heifsen.  Ferner  wollen  wir  die  Involutionen  g-  und  h-  zwei 
Gegenseiten  und  den  Schnittpunkt  U  ihrer  Träger  einen 
Diagonalpunkt  nennen. 

In  der  Diagonallinie  u  konstruieren  wir  eine  Involution 
auf  folgendem  Wege.  Die  Involution  g"  ist  gegeben,  wenn 
aufser  dem  Punktpaar  UG  noch  zwei  homologe  Punkte  C 
und  C^  gegeben  sind^^^»);  ebenso  ist  h'^  durch  den  Wurf 
ü  H.r  r^  gegeben.    Wird  nun  die  Diagonallinie  u  von  den 
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Geraden  C  V  und  C^  V^  in  den  Punkten  A  und  B  geschnitten, 
so  soll  die  durch  den  Wurf  GH.  AB  in  u  bestimmte  In- 
volution die  den  Gegenseiten  {g  h)  zugeordnete  diagonale 
Involution  heifsen. 

Wir  wollen  beweisen,  dafs  die  so  konstruierte  Involution 
unabhängig  ist  von  der  Wahl  der  Gerade  C  V.  Zuerst  zeigen 
wir,  dafs  jeder  andern  Gerade  D  A,  welche  durch  A  geht, 
eine  Gerade  D^  A^  entspricht,  welche  durch  B  geht.  — 
Schneidet  AD  L  (Fig.  82) 
die  Gerade  C^  V  ^  m  X 
und  die  Verbindungslinie 
ü  X  die  Gerade  Ö  T  in 
E,  so  bilden  XEAB 
ein  Viereck,  von  dem 
zwei  Paar  Gegenseiten 
sowohl  g  als  h  in  homo- 
logen Punkten  schneiden ; 
es  müssen  daher^^'^  ^)  auch 
die  Gegenseiten  A  X  und 
BE  sowohl  g  als  h  in 

homologen  Punkten 
schneiden;  BE  schneidet 
also  g  in  D^  und  h  in  A^;  mit  andern  Worten,  D^  A^  geht 
durch  B.  Wären  wir  also  statt  von  C  V  von  D  A  aus- 
gegangen, so  hätten  wir  denselben  Punkt  B  erhalten. 

Es  bleibt  noch  zu  zeigen,  dafs  ein  beliebiger  Strahl 
C  E  von  C  und  der  ihm  zugeordnete  C^  E^  von  C^  die 
Diagonallinie  u  in  zwei  homologen  Punkten  A^  und  B^  der 
durch  GH.  AB  bestimmten  Involution  schneiden.  —  Weil 
U H .r  V^.EE^  (die  Punkte  E  und  E^  sind  in  der  Figur 
nicht  mehr  gezeichnet)  Punktpaare  der  Involution  h-  sind, 
so  ist  UHr  Eä^  Ur^  E,(63,) ,  folglich  C{UHr  E) 
ÄC.iHUr^E,),  folglich  GHAA^äHGBB^.  Diese 
Projektivität  sagt  aus^*^^,)^  ^^[^  j^  ^j^^  ß^  ^wei  homologe 
Punkte  der  durch  GH.  AB  bestimmten  Involution  sind. 

Durch    zwei  Gegenseiten   g-  Durch  zwei  Gegenecken  G^ 


Fig.  82. 


und  h"  ist  eine  Diagonallinie 
u  und  in  ihr  eine  Punktinvolu- 
tion U"  bestimmt.  Diese  den 
Gegenseiten  (g  h)  zugeordnete 
diagonale  Involution  u"-^  ist  mit 

Böger,  Ebene  Geometrie  der  Lage. 


und  H'-  ist  ein  Diagonalpunkt 
U  und  in  ihm  eine  Strahlen- 
involution U"  bestimmt.  Diese 
den  Gegenecken  (G  H)  zugeord- 
nete diagonale  Involution  U'^ 
10 
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ist  mit  den  Involutionen  G^ 
und  H-  durch  die  Eigenschaft 
verbunden,  dafsje  drei  Strahlen 
Q,y  2i  der  Strahlenrnittelpunkte 
G  H  U,   die  durch  einen  Funkt 


den  Involutionen  g-  und  \v- 
durch  die  Eigenschaß  verbunden, 
dafs  je  drei  Punkten  C  f  A 
der  Träger  g  h  u,  die  in  einer 
Gerade  liegen^  drei  Punkte 
C-^  r^  B  homolog  sind^  die  wieder 
in  einer  Gerade  liegen. 


gehen,  drei  Strahlen  C^  y^  h 
homolog  sind,  die  wieder  durch 
einen  Punkt  gehen. 
Zusatz.  Von  dem  vorstehenden  Satze  soll  noch  ein 
zweiter  Beweis  gegeben  werden,  da  wir  von  den  in  ihm 
benutzten  Schlüssen  später(i4i,  u.  leo)  Gebrauch  zu  machen 
haben.  —  Dreht  sich  ein  Strahl  a,  der  g  und  h  in  C  und 
r  und  u  in  A  schneidet,  um  einen  beliebigen  Punkt  ^S,  so 
beschreibt  die  Verbindungslinie  a^  der  homologen  Punkte 
Cj  und  r^    einen   krummen  StrahlenbtischeF^-) ;    denn  es  ist 

Geht  der  Strahl  a  durch  U  =  g  h,  so  fällt  C^  in  G 
und  r^  in  H,  die  Diagonale  u  ist  also  ein  Strahl  des 
krummen  Büschels.  Bezeichnen  wir  daher  u{a^)  durch  B, 
so  beschreiben  Ä  und  B  in  u  zwei  projektive  Punktreihen^^*'). 
Wenn  a  durch  G  geht,  fällt  a^  in  h  und  daher  B  in  H-, 
wenn  a  durch  II  geht,  fällt  a^  in  g  und  daher  B  in  G. 
Der  Punkt  G  entspricht  also  dem  Punkt  H  zivei/ach,  so  dafs 
die  von  A  und  B  beschriebenen  Punktreihen  in  involutorischer 
Lage  sind^ö^*). 

Dreht  sich  der  Strahl  a  um  einen  andern  beliebigen 
Punkt  5^,  so  erhalten  wir,  wie  sich  in  derselben  Weise  er- 
giebt,  in  u  wiederum  eine  Involution;  diese  ist  aber  mit  der 
ersten  identisch(6:^5)^  weil  sie  mit  ihr  aufser  dem  Punktpaar 
G  H  noch  ein  zweites  Punktpaar  gemeinsam  hat,  dasjenige 
Punktpaar  nämlich,  welches  sich  ergiebt,  wenn  a  in  die 
Verbindungslinie  S  S^  fällt. 

Anmerkung.  Zur  Begründung  der  eingeführten  Namen 
weisen  wir  auf  den  besondern  Fall  hin,  dafs  die  beiden  In- 
volutionen g-  und  A-  hyperbolisch  sind.  Bezeichnen  wir  die 
Ordnungspunkte  von  g-  durch  K  und  K^,  die  Ordnungs- 
punkte von  h-  durch  L  und  />,  und  den  Punkt,  in  dem  die 
Diagonallinie  u  von  der  Verbindungslinie  KL  geschnitten 
wird,  durch  F,  so  mufs  der  Punkt  F,  weil  K  und  L  und 
daher  auch  die  Verbindungslinie  KL  sich  selbst  entsprechen, 


§11.    Die  diagonale  Involution.    Nr.  134. 


147 


ein  Ordniing-spunkt  der  diagonalen  Involution  u~  sein.  Aus 
denselben  Gründen  mufs  die  Verbindungslinie  K^  V  den 
Träger  h  in  einem  sich  selbst  entsprechenden  Punkte,  also 
in  ij  schneiden,  so  dafs  V  ein  Diagonalpunkt  des  von  den 
Ordnungspunkten  K  K^  L  X,  gebildeten  Vierecks  ist.  Eben- 
so ergiebt  sich,  dafs  der  Schnittpunkt  W  der  Gegenseiten 
iT  Zj  und  ifj  L  ein  Ordnungspunkt  der  diagonalen  Involution 
rr'  ist.  Die  drei  Paar  Ordnungspunkte  K  K^,  LL^,VW  sind 
also  die  drei  Paar  Gegenecken  eines  Vierseits,  so  dafs  unser 
Satz  eine  Verallgemeinerung  von  Nr.  104^  und  mithin  eine 
weitergehende  Verallgemeinerung  des  Gaufsschen  Satzes^^ot  z) 
ist.  —  Den  Inbegriff  der  beiden  Involutionen  ^^  und  h- 
nennt  man  sonst  wohl  imaginäres  Viereck;  wenn  wir  auch 
diese  Bezeichnung  ablehnen,  so  haben  wir  doch,  um  keine 
neuen  Namen  bilden  zu  müssen,  die  Bezeichnungen  Gegen- 
seiten, Diagonalpunkt  und  Diagonallinie  beibehalten. 

134.  Hauptinvolution.  Eine  beliebige  Gerade  a,  welche  i34 
die  Gegenseiten  und  ihre  Diagonallinie  in  den  Punkten  Cr  A 
schneidet,  möge  von  der  Gerade  a^,  in  der  die  homologen 
Punkte  Cj  r^  B  liegen^^«-^),  in  dem  Punkte  A  geschnitten 
werden.  Der  Wurf  CV  .Ak  bestimmt  in  a  eine  Involution^e^^)^ 
die  wir  die  Bauptifivolution  der  Gerade  a  nennen. 


Definition :  Zwei  Gegen- 
seiten g-  und  h-  induzieren 
in  jeder  Gerade  a  eine  In- 
volution, die  wir  die  den 
Gegenseiten  (g  h)  zugeordnete 
Hauptinvolution  von  a  nennen. 
Ein  Punktpaar  dieser  Haupt- 
involution a-  wird  gebildet 
von  den  Punkten  C  und  r, 
in  denen  a  von  g  und  /i  ge- 
schnitten wird;  ein  zweites 
von  den  Punkten  A  und  A, 
in  denen  a=:  Cr  von  der 
Diagonallinie  u  und  der  Ver- 
bindungslinie der  homologen 
Punkte  C^  und  Tj  geschnitten 
wird. 


Definition :  Zwei  Gegen- 
ecken G-  undH-  induzieren  in 
jedem  Punkte  A  eine  Involu- 
tion, die  wir  die  den  Gegen- 
ecken (G  H)  zugeordnete 
Hauptinvolution  von  ^  nennen. 
Ein  Strahlenpaar  dieser  Haupt- 
involution A-  wird  gebildet 
von  den  Strahlen  c  und  y, 
welche  G  und  H  aus  A 
projizieren;  ein  zweites  von 
den  Strahlen  a  und  a,  durch 
welche  der  Diagonalpunkt  U 
und  der  Schnittpunkt  der 
homologen  Strahlen  c^  und 
y^  aus  A  =  cy  projiziert 
werden. 


Zusatz.     Geht    die  Gerade   a   durch   U,   so  dafs  C  und  z 
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r  in  U  liegen,  so  fällt  C^  in  G  und  f^  in  /7,  die  Gerade 
ttj  =  Cj  fj  also  in  w.  Weil  mithin  die  Punkte  C  und  f, 
JL  und  A  zusammenfallen,  so  haben  wir: 


Geht  die  Gerade  a  durch 
den  Diagonalpunkt  U,  so  ist 
ihre  Hauptinvolution  hyper- 
bolisch und  hat  die  Ordnungs- 
punkte U  und  Ä. 


Liegt  der  Punkt  A  in  der 
Diagonallinie  u,  so  ist  seine 
Hauptinvolution  hyperbolisch 
und  hat  die  Ordnungsstrahlen 
u  und  a. 


A  Anmerkung.     Sind    die  Involutionen   g'^   und  h-  hyper- 

bolisch, so  werden  die  Punkte  C  und  C^  durch  die  Ordnungs- 
punkte K  und  K^  harmonisch  getrennt^^^*^^  Wir  wissen 
daher  aus  Nr.  1042,  ^^^^  ^  ^^^  ^  ^^^®i  homologe  Punkte 
derjenigen  Involution  sind,  die  die  Gegenseiten  des  Vierecks 
KK^LL^  in  a  ausschneiden ;  da  auch  g  und  h  zwei  Gegen- 
seiten dieses  Vierecks  sind,  so  sind  auch  C  und  f  zwei 
homologe  Punkte  dieser  Involution.  Unsere  Hauptinvolution 
a^=  Cr  .  AA  ist  also  für  den  Fall,  dafs  g-  und  h-  hyper- 
bolisch sind,  identisch  mit  der  Involution,  ivelche  durch  die 
Gegenseiten  des  von  den  Ordnungspunkten  gebildeten  Vierecks  in 
a  ausgeschnitten  wird^^^^^K 

185  135.  Darstellung:  zweier  Gegrenseiten.  Bei  der 
grofsen  Wichtigkeit,  welche  den  Gegenseiten  g'^  und  h-  und 
ihrer  diagonalen  Involution  u-  für  unsere  weitern  Betrach- 
tungen zukommt,  ist  es  notwendig,  sich  eine  klare  Vor- 
stellung zu  bilden  von  der  Figur, 
durch  welche  diese  drei  Involutionen 
dargestellt  werden.  —  Sie  besteht 
aus  fünf  Geraden  (Fig.  83),  die  be- 
liebig angenommen  werden  können : 
den  Trägern  g  h  w,  die  das  Dreieck 
U  G  H  bilden,  und  zwei  Geraden 
a  und  flj,  die  die  Seiten  dieses 
Dreiecks  in  den  Punkten  CV  A 
"iff-  83.  und   (7^  fj  5,    und    einander   in  A 

schneiden.     Die  Involutionen  sind  dann 

1.  Gegenseiten:  g'  =  UG  ,C  C, ;  h'  ^UH.ff^] 

2.  Diagonale  Involution:  u-  =  G  H  .  A  B] 

3.  Hauptinvolutionen :  a- =  C  T  .  A  A]    a\=^C^V^.B  k. 
A          Anmerkung,     Da    zwei    Gegenseiten    ein    Viereck    dar- 

stellen^^^^  ^\    wenn   sie    hyperbolisch   sind,    so   stellt   unsere 
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Figur  eine  Verallgemeinerung  des  Vierecks  dar;  sie  ist  da- 
her pr  die  folgenden  Betrachtungen  ebenso  wichtig  wie  für  die 
früheren  das  Viereck. 

136    Konstruktion   von  homologen  Punkten   der  i36 
diagronalen  Involution.     Um  weitere  Punktpaare  der  dia- 
gonalen   Involution    G  ff .  A  ßo^^^)    zu    erhalten,    legt    man 
durch    A    (Fig.    84)    einen  '       ^ 

beliebigen  Strahl,  welcher 
g und  hinU und  A  schneidet. 
Die  vier  Punkte  C,  r^  IJ  A 
bilden  dann  ein  Viereck, 
von  dem  zwei  Paar  Gegen- 
seiten  die   Diagonallinie   u 

in    homologen  Punkten 
schneiden;  es  schneiden  da- 
lier(64  z)  a^^(3jj  (jjg  Gegenseiten 
C^  A  und  Tj  I)  die  Diagonal- 
linie 7.  in  zwei  homologen  Punkten  G^  und  Ä  der  diagonalen 
Involution. 

Zusatz.  Da  zwei  Paar  Gegenseiten  des  Vierecks  61  r,  I>A  z 
auch  die  Gerade  Cr=a  in  homologen  Punkten  der  Haupt- 
mvolution  a'^Cr.AA^^'^'os)  schneiden,  so  schneiden  die 
Gegenseiten  C,  A  und  r,  I)  auch  die  Gerade  a  in  homologen 
Punkten  C  und  f  der  Hauptinvolution.  Man  erhält  also 
rmt  den  Funktpaaren  der  diagonalen  Involution  zugleich  die 
Funktpaare  der  Hauptinvolution  a-. 

137    Ordnung-spunkte  zweier  Geg*enseiten  und  ihrer  137 
diagonalen  Involution.     Um  aus  einzelnen  der  folgenden 
Sätze   besondere  Fälle    ableiten    zu  können,   haben  wir  uns 
mit  der  Frage  zu  beschäftigen,  wann  die  diagonale  Involution 
ürdnungspunkte  hat. 

Sind  die  Punktwürfe  UG.CC^  (Fig.  83)  und  UH  TV 
beide  elliptisch,  so  sind  auch  die  Strahlenwürfe  k(UG  C c\ 
Tri.^^^\^^'^^^^  beide  elliptischoio^  d.  h.do«)  der  Strahl 
A  (6r)  wird  von  dem  Strahle  A{U)  durch  a  und  a,  getrennt  und 
der  Strahl  A{H)  wird  von  A{U)  durch  a  und  a.  getrennt-  der 
Strahl  A(6r)  wird  also  von  dem  Strahl  A(/7)  durch  a  und 
«1  nicht  getrennt;  d.  h.  die  vier  Strahlen  A{GB.AB)  und 
mithindi.)  auch  die  Punkte  GH.  AB  bilden  einen  hyper- 
bolischen Wurf.    —    Sind   UG.CC,   und   ÜH.Ff^    beide 
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hyperbolisch,    so   ergiebt   sich   ebenso,    dafs  GH.  AB   ein 
hyperbolischer  Wurf  ist. 

Ist  der  Wurf  U  G  .  C  C^  elliptisch,  der  Wurf  UH.VT^ 
hyperbolisch,  so  wird  A((t)  von  A(/7)  durch  a  und  a^  ge- 
trennt; A(/i)  dagegen  wird  von  A(/7)  durch  a  und  a^  nicht 
getrennt;  folglich  wird  A((r)  von  A{H)  getrennt;  der  Punkt- 
wurf G  H  .AB  ist  daher  elliptisch : 


1.  Sind  die  Würfe,  welche 
von  zwei  Geraden  in  zwei 
Seiten  eines  Dreiecks  be- 
stimmt werden,  entweder  beide 
elliptisch  oder  beide  hyper- 
bolisch, so  ist  der  in  der 
dritten  Seite  bestimmte  Wurf 
hyperbolisch.  —  Ist  der  eine 
der  beiden  Würfe  elliptisch, 
der  andere  hyperbolisch,  so 
ist  der  dritte  elliptisch.  — 


1.  Sind  die  Würfe,  welche 
von  zwei  Punkten  in  zwei 
Ecken  eines  Dreiseits  be- 
stimmtwerden, entweder  beide 
elliptisch  oder  beide  hyper- 
bolisch, so  ist  der  in  der 
dritten  Ecke  bestimmte  Wurf 
hyperbolisch.  —  Ist  der  eine 
der  beiden  Würfe  elliptisch, 
der  andere  hyperbolisch,  so 
ist  der  dritte  elliptisch.  — 


Jeder  Wurf  bestimmt  eine  Involution^»^'^) :  die  beiden 
Geraden  a  und  a^  bestimmen  daher  in  den  drei  Seiten  des 
Dreiecks  ü  G  H  drei  Involutionen.  Sehen  wir  zwei  von  diesen 
als  Gegenseiten  an,  so  ist  die  dritte  die  diagonale  Involution: 


2.    Wenn  die  beiden   Gegen 
Seiten    gleichnamige     [ungleich- 
namige)   Involutionen    sind,    so 
ist     die    diagonale    Involution 
hyperbolisch  {elliptisch).  — 


2.  Wenn  die  beiden  Gegen- 
ecken gleichnamige  {ungleich- 
namige) Involutionen  sind^  so 
ist  die  diagonale  Involution 
hyperbolisch  {elliptisch). 


Sind  die  Gegenseiten  und  die  diagonale  Involution 
hyperbolisch,  so  bilden,  wie  wir  in  Nr.  133  A  gesehen  haben, 
die  Ordnungspunkte  die  Gegenecken  eines  Vierseits.  Wir 
können  daher  dem  ersten  der  beiden  vorhergehenden  Sätze 
die  Form  geben: 


3.  Zwei  Geraden  bestimmen 
in  den  drei  Seiten  eines  Drei- 
ecks drei  Punktinvolutionen,  von 
denen  mindestens  eine  Ordnungs- 
punkte hat.  Haben  alle  drei 
Ordnungspunkte.,  so  bilden  diese 
die  Gegenecken  eines  Vierseits. 


3.  Zwei  Punkte  bestimmen 
in  den  drei  Ecken  eines  Drei- 
seits drei  Strahleninvolutionen, 
von  denen  mindestens  eine  Ord- 
nungsstrahlen hat.  Haben  alle 
drei  Ordjiungsstrahlen,  so  bilden 
diese  die  Gegenseiten  eines 
Viei'ecks. 
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138.*   Fluchtpunkt   und  Potenz   einer  Involution.  i38 

Ist  X  der  unendlich  ferne  Punkt  einer  geraden  Involution 
g-  und  0  der  ihm  homologe,  so  heifst  0  der  Fluchtpunkt 
der  Involution  g-.  Sind  A  und  A^  irgend  zwei  weitere 
homologe  Punkte  von  g-,  so  ist  die  Involution  ^^  elliptisch 
oder  hyperbolisch,  je  nachdem  das  Punktpaar  AA^  durch  das 
Punktpaar  0  X  getrennt  wird  oder  nicht  getrennt  wird^^^«). 
Da  X  auf  j\  '  A^  ^^^  liegt,  so  ist  demnach  die  Involution 
elliptisch,  wenn  0  smf  A  A^  liegt;  sie  ist  hyperbolisch,  wenn 
0  auf  A' A^  liegt.  Im  ersten  Falle  werden  die  Strecken 
OA  und  OA^  in  entgegengesetztem,  im  zweiten  in  gleichem 
Sinn  gemessen.  Das  Produkt  0  A  .  0  A^  ist  also  negativ 
oder  positiv^^^),  je  nachdem  die  Involution  elliptisch  oder 
hyperbolisch  ist.     Und  umgekehrt.  — 

Bezeichnen  wir  die  unendlich  ferne  Gerade  durch  o^^) 
und  ihre  zirkuläre  Involution^^'^»)  durch  o^,  so  lassen  sich 
g~  und  0-  als  zwei  Gegenseiten  ansehen, 
deren  diagonale  Involution  wir  nach 
Nr.  133  zeichnen  wollen.  Entspricht 
dem  Schnittpunkt  X  (Fig.  85)  der  Träger 
g  und  0  in  g-  der  Punkt  0  und  in  o- 
der  Punkt  Y,  so  ist  0  Y  die  Diagonale ; 
weil  aber  0  X  und  0  Y  durch  zwei  ^ 
homologe     Punkte     X     und      Y     der  "       ^ 

zirkulären  Involution  gehen,    so  ist  0  Y    ^^ 
das  in  0  auf  g  errichtete  Lot«''-^).     Sind        '      ^. 

A  TA'  -,  .      .  ,  Fig-  85. 

nun  A  und  A^^  irgend  zwei  homologe 
Punkte  von  g~  und  E  und  E^  zwei  homologe  Punkte  der 
diagonalen  Involution,  so  müssen  die  Geraden  AE  und 
A^  E^,  weil  sie  auch  die  unendlich  ferne  Gerade  in  zwei 
homologen  Punkten  der  zirkulären  Involution  schneiden^^^s)^ 
auf  einander  senkrecht  stehen" '-«>.  Es  sind  also  A  A^  E  E^ 
die  Ecken  eines  Vierecks,  dessen  Gegenseiten  auf  einander 
senkrecht  stehen^^^^,) 

Da  die  Seiten  des  Dreiecks  A  0  E^  senkrecht  stehen 
auf  denen  des  Dreiecks  EOA^^  also  Dreieck  AOE  ^EOA^ 
ist,  so  haben  wir  die  V^o^oiiion  0 A:  0 E=  0 E^:  0  A^. 
Da  die  zirkuläre  Involution  elliptisch  ist^^i'-^s)^  so  sind  die 
Involution  g^  und  die  diagonale  Involution  ungleichnamig^^^^^). 
Von   den    Produkten    0  A.O  A^    und    0  E .  0  E^    ist    also 


152  I-    Der  Kegelschnitt. 

das  eine  positiv,  das  andere  negativ,  so  dafs  sich  aus  unserer 
Proportion  ergiebt: 

OA.OA^=.—  OE,OE,. 

Halten  wir  die  homologen  Punkte  E  und  E^  der  diagonalen 
Involution  fest  und  lassen  den  Punkt  A  und  damit  auch  A^ 
den  Träger  g  durchlaufen,  so  erkennen  wir,  dafs  das 
Produkt  0  A  .  0  A^   seinen  Wert  nicht  ändert. 

Lehrsatz:  Der  Fluchtpunkt  einer  Punktinvolution  teilt 
jede  von  zwei  homologen  Punkten  begrenzte  Strecke  so, 
dass  das  Produkt  aus  den  beiden  Teilstrecken  konstant  ist. 
Dies  konstante  Produkt  wird  die  Potenz  der  Involution 
genannt.  Die  Potenz  einer  elliptischen  Involution  ist 
negativ;  die  Potenz  einer  hyperbolischen  hivolution  ist 
positiv. 

189         139.*   Konstruktion  von  Fluchtpunkt  und  Potenz. 

Bezeichnen  wir  den  Schnittpunkt  der  Strahlen  A  E  und  .4^  E^ 
(Fig.  85)  durch  aS,  so  ist,  weil  die  Punkte  A  0  E^  S  in  einem 
Kreise  liegen,  nach  einem  planimetrischen  ^titz  E  S  .  E  A 
z=EE,  ,E0.     Das  Produkt  ES.EA  bleibt  also,  wenn  A 


den  Träger  g  durchläuft,  unverändert.  In  der  Planimetrie 
wird  das  Produkt  ES.EA  die  Potenz  des  Punktest  tUr 
den  über  dem  Durchmesser  A  A^  konstruierten  Kreis  ge- 
nannt. Da,  wie  wir  eben  gesehen  haben,  für  einen  Kreis, 
der  durch  irgend  ein  anderes  Punktpaar  B  B^  von  ^-  be- 
stimmt ist,  die  Potenz  des  Punktes  E  dieselbe  ist,  so  ist  E 
ein  Punkt  der  Potenzlinie  der  beiden  über  AA^  und  B  B^ 
als  Durchmesser  konstruierten  Kreise.  Aus  dieser  Bemer- 
kung ergiebt  sich,  dafs  die  planimetrische  Aufgabe:  Die 
Potenzlinie  (Chordale)  zweier  Kreise  zu  zeichnen,  dazu  ver- 
wandt werden  kann,  den  Fluchtpunkt  und  die  Potenz  einer 
Involution  ^-  zu  finden  (vgl.  191  Z). 

1.  Elliptisclie  Involution:  Da  für  zwei  Kreise,  die  sich 
schneiden,  die  Potenzlinie  die  gemeinsame  Sehne  ist,  so 
lässt  sich  für  eine  elliptische  Involution,  die  durch  die  beiden 
sich  trennenden  Punktpaare  AA^  und  B  B^  gegeben  sein 
möge,  der  Fluchtpunkt  durch  die  folgende  Konstruktion  be- 
stimmen. Man  schlägt  über  den  Durchmessern  A  A^  und  B  B^ 
zwei  Kreise,  die  sich  in  Q  und  R  schneiden;  die  Verbin- 
dungslinie Q  R  schneidet  g  in  dem  gesuchten  Fluchtpunkt  0 
m^(j  —  0  Q-  ist  die  Potenz  der  Involution  g-. 
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2.  Hyperbolische  Involution:  Ist  die  gegebene  Involution 
hyperbolisch,  so  hat  man  noch  einen  dritten  Kreis  (Fig.  86)^ 
der  die  beiden  über 
Ä  A^  und  B  B^  ge- 
schlagenen Kreise 
schneidet,  zu  zeich- 
nen und  von  dem 
Schnittpunkt  der  ge- 
meinsamen Sehnen 
das  Lot  auf  g  zu 
fällen.  T'igr  86. 

3.  Sind  von  einer  hyperbolischen  Involution  die  Ord- 
nungspunkte K  und  X,  bekannt,  so  ist  die  Mitte  0  von  KK^, 
weil  0  dem  unendlich  fernen  Punkte  homolog  ist(^38  und  2?,^^ 
der  Fluchtpunkt  und  -^  0  K^^  die  Potenz  von  g'-. 

4.  Ist  die  hyperbolische  Involution  durch  die  beiden 
Punktpaare  A  A^  und  B  B^  gegeben,  so  können  wir  mit 
Hülfe  des  Fluchtpunktes  0  die  Ordnungspunkte  finden. 
Ziehen  wir  von  0  (Fig.  8(5)  die  Tangente  an  einen  der  beiden 
über  A  A^  und  B  B^  konstruierten  Kreise,  so  trifft  der  mit 
der  Tangente  um  0  geschlagene  Kreis  den  Träger  g  in  den 
Ordnungspunkten  K  und  K^. 

5.  Ist  der  Fluchtpunkt  der  hyperbolischen  Involution 
nicht  gegeben,  so  lassen  sich  die  Ordnungspunkte  finden 
(entweder  nach  Nr.  80  Z  oder),  indem  man  aus  einem  be- 
liebigen Punkte  S  des  über  dem  Durchmesser  A  A^  ge- 
schlagenen Kreises  die  Punkte  B  und  B^  auf  die  Peripherie 
projiziert  und  von  dem  Punkte,  in  dem  die  Verbindungslinie 
der  erhaltenen  Punkte  B  und  B^  den  Träger  schneidet, 
Tangenten  an  den  Kreis  zieht.  Projiziert  man  die  Berührungs- 
punkte dieser  Tangenten  wieder  aus  S  auf  den  Träger, 
so  erhält  man  die  Ordnungspunkte  der  geraden  Involution 
AA^.BB^. 

6.  In  den  Anwendungen  unserer  Sätze  auf  die  Geometrie 
des  Mafses  werden  wir  noch  häufig  die  Potenz  einer  Invo- 
lution, die  einer  Kurve  konjugiert  ist,  zu  bilden  haben;  an 
dieser  Stelle  wollen  wir  die  Potenz  einer  dem  Kreise  kon- 
jugierten Involution  bestimmen.  —  Da  jedem  Kreise  die 
zirkuläre  Punktinvolution  konjugiert  ist^^^^»),  so  ist  die  Polare 
des  unendlich  fernen  Punktes  X  des  Trägers  g  der  Durch- 
messer, welcher  senkrecht  auf  ^  steht.    Nennen  wir  also  den 
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Kreismittelpimkt  E  (Fig.  85)  und  fällen  von  ihm  auf  g  das 
Lot  E  0,  so  ist  0  der  Fluchtpunkt^^^i)  der  konjugierten  In- 
volution g-.  —  Ist  ferner  A  ein  beliebiger  Punkt  von  g,  so 
gellt  seine  Polare  durch  den  m  E  0  liegenden^^o*)  Pol  E^ 
von  g  und  steht  auf  dem  Durchmesser  A  E  senkrecht (^^i«). 
Schneidet  diese  Polare  von  A  den  Träger  g  in  A^^  so  sind 
A  und  A^  zvrei  konjugierte  Punkte.  Nach  Nr.  138  ist  daher 
0  A.O  A^  die  Potenz  der  konjugierten  Involution  g-  und 
gleich  —  OE.OE^.     Nun  ist(^') 

0  E .  0  E^  =  0  E  .{0  E  +  E  E;)=  0  E-'  —  E  0  .  E  E^. 

Da  E  der  Mittelpunkt  des  Kreises  ist,  so  ist  die  konjugierte 
Involution  von  E  0  hyperbolisch^^^i,)  ^^d  zwar  gleich  T^-d^i,). 
Von  dieser  konjugierten  Involution  sind  aber,  weil  nach 
unserer  Konstruktion  E^  der  Pol  von  g  ist,  E^  und  0  zwei 
konjugierte  Punkte;  daher  ist  E  0  .  E E^^  =  r\  Bezeichnen 
wir  noch  den  Abstand  0  E  des  Trägers  g  vom  Kreismittel- 
punkt durch  c/,  so  haben  wir  gefunden,  dafs  die  Potenz  der 
dem  Kreise  konjugierten  Involution  g^  ist 

OA.OA^=r''~  d\ 
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^40  140  *  Steinepsehe  Parabel.   Ist  k'-  eine  beliebige  Kurve 

und  X  eine  ihrer  beiden  AchsenC'^),  so  schneidet  x  die  un- 
eigentliche Gerade  o  in  einem  Punkte  X,  der  dem  Pol  Y  von 
X  in  der  zirkulären  Punktinvolution  o-  homolog  ist^^^^^^^  Jeder 
Strahl  von  Y,  d.  h.  jede  der  Achse  konjugierte  Gerade  steht 
daher  auf  der  Achse  senkrecht^ '^^*^: 

1.  Jede  einer  Achse  konjugierte  Gerade   steht   auf 
der  Achse  senkrecht.  — 

Ist  a  eine  beliebige  Gerade  (nicht  etwa  eine  der  Achsen) 
und  A^  ihr  Pol  für  die  Kurve  ^'-,  so  giebt  es  unter  den 
durch  yl^  gehenden  Strahlen  einen,  der  auf  a  senkrecht  steht. 
Schneidet  nämlich  a  die  uneigentliche  Gerade  o  im  Punkte  A 
und  ist  Aj  der  dem  Punkte  A  homologe  Punkt  in  o-,  so  ist 
die  Verbindungslinie  A^  A^  =  a^ ,  weil  sie  durch  A^  geht, 
der  Gerade  a  konjugiert  und,  weil  sie  durch  A^  geht,  ein 
Lot  auf  a(ii2*).  Nennen  wir  a^  kurz  das  der  Gerade  a  kon- 
jugierte Lot^  so  haben  wir: 
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2.  Zu  jeder  Gerade,  welche  nicht  mit  einer  der 
Achsen  zusammenfällt,   giebt  es  ein  konjugiertes  Lot. 

Ferner  ergiebt  sich  aus  Nr.  113: 

3.  Durch  jeden  Punkt  gehen  zwei  einander  konju- 
gierte Lote.  — 

Geht  der  Strahl  a  durch  den  Kurvenmittelpunkt  0,  so 
ist  sein  Pol^^  ein  uneigentlicher  Punkt^^^'*^);  die  Verbindungs- 
linie A^  Aj   ist  daher  die  uneigentliche  Gerade : 

4.  Das  einem  (nicht  mit  einer  der  Achsen  zusammen- 
fallenden) Durchmesser  konjugierte  Lot  ist  die  un- 
eigentliche Gerade.  — 

Dreht  sich  a  um  einen  Punkt  P,  der  in  keiner  der 
beiden  Achsen  liegt,  so  beschreibt  der  Pol  A^  in  der  Polare  p 
von  P  eine  dem  Strahlenbüschel  P  projektive  Punktreihe^^^o») 
und  der  Punkt  A^,  welcher  dem  Schnittpunkt  o{a)  =  k  in  o' 
homolog  ist,  in  o  eine  zu  o.  projektive  Punktreihe^*^^').  Die 
Verbindungslinie  A^  A^  =  a^  umhüllt  ^^^^  daher  eine  Kurve 
zweiter  Ordnung  und  zwar  eine  Parabel«^^?*)^  ^^il  ^  ^\^ 
Träger  der  einen  Punktreihe  eine  Tangente  ist^^^).  —  Liegt 
dagegen  P  z.  B.  in  der  Achse  ^,  so  ist  x  einer  der  Strahlen 
von  P;  da  der  Pol  Y  von  x  zugleich  der  dem  Punkte  X 
^=o{x)  in  0-  homologe  Punkt  ist,  so  fallen  A^  und  A^  gleich- 
zeitig in  Y.  Die  beiden  von  A^  und  Aj  in  ji  und  o  be- 
schriebenen projektiven  Punktreihen  haben  daher  Perspektive 
Lage^^^^  und  die  konjugierten  Lote  bilden  zwei  gerade  Strahlen- 
büschel P^  und  7(4^);  der  parabolische  Büschel  zerfällt,  wie 
wir  sagen,  in  zwei  gerade  Strahlenbüschel: 

5.  Die  den  Strahlen  eines  geraden  Büschels  P  konju- 
gierten Lote  bilden  einen  projektiven  parabolischen  Büschel. 
Dieser  Büschel  heifst  die  Steinersche  Parabel. 

6.  TJie  Steinersche  Parabel  zerfällt  in  zwei  gerade 
Strahlenbüschel j  wenn  P  in  einer  der  beiden  Achsen  liegt. 

14L*   Fokale  Involutionen.     Geht  der  Strahl  a  des  ui 
Punktes  P  durch  den  uneigentlichen  Punkt  X  der  Achse  ^, 
d.  h.  fällt   0  (a)  ==  A  in  X,  so  fällt   A^    in   den  Pol  Y  von 
^.(1145).  ^Qj.  PqI  ^^  yQjj  ^  jjgg^^  ^gll  ^  durch  X  geht,  in  der 

Polare  y  von  X(9^*);  die  Verbindungslinie  A^  A^^,  das  konju- 
gierte Lot,  ist  daher  die  zweite  Achse  y.  Da  dasselbe  von 
X  gilt,  wenn  a  parallel  y  ist,  so  ergiebt  sich: 


15(5  I.    Der  Kegelschnitt. 

1.  Die  beiden  Achsen  sind  Tangenten  jeder  Steiner- 
schen  Parabel.  — 

Die  einander  konjugierten  Lote,  welche  durch  P 
gehen^^^Os)^  sind  Tangenten  der  dem  geraden  Büschel  P  zu- 
geordneten Steinerschen  Parabel;  daher^^^'^ßh 

2.  Die  einem  Punkte  P  zugeordnete  Parabel  ist  be- 
stimmt durch  die  beiden  Achsen  der  Kurve  und  die  beiden 
konjiigierten  Lote^  icelche  durch  P  gehen.  — 

Weil  die  Achsen  Tangenten  der  Steinerschen  Parabel 
sind,  schneiden  die  Strahlen  a  des  geraden  Büschels  P  jede 
Achse  in  einer  Punktreihe,  die  projektiv  ist  zu  der  von  den 
homologen  Strahlen  des  parabolischen  Büschels  ausgeschnit- 
tenen Punktreihe^^^o»).  Geht  a  durch  X,  so  ist  ,y,  wie  wir 
eben  sahen,  das  konjugierte  Lot;  dem  Punkte  X  ist  daher 
der  Schnittpunkt  x  y  =  0,  der  Mittelpunkt  der  Kurve,  homo- 
log; geht  der  Strahl  a  durch  0,  so  ist  ihm  die  uneigentliche 
Gerade  homolog^ '4^'*\  dem  Punkt  0  also  der  Punkt  X.  Die 
beiden  in  x  liegenden  projektiven  Punktreihen  bilden 
daher^^^^^  eine  Involution.  —  Ist  Q  irgend  ein  zweiter  Punkt, 
so  ergiebt  sich  für  ihn  ebenso,  dafs  seine  Strahlen  und  die 
ihnen  konjugierten  Lote  die  Achse  in  Punktpaaren  einer 
Involution  schneiden,  von  der  X  und  0  zwei  homologe 
Punkte  sind.  Da  der  Strahlenbüschel  Q  mit  dem  eben  be- 
trachteten P  einen  Strahl  gemeinsam  hat  (vgl.  133  Z),  so 
haben  die  beiden  durch  P  und  Q  in  x  induzierten  Involutionen 
auch  noch  das  Punktpaar  gemeinsam,  welches  von  diesem 
Strahl  P  Q  und  seinem  konjugierten  Lote  ausgeschnitten 
wird;  die  beiden  Involutionen  sind  daher  identisch^^^^).  Das 
Ergebnis  sprechen  wir  durch  eine  Definition  und  einen  Lehr- 
satz aus. 

3.  Definition:  Die  Involution,  welche  durch  einen 
beliebigen  geraden  Büschel  und  die  ihm  konjugierten 
Lote  in  einer  Achse  bestimmt  wird,  heifst  eine  fokale 
Involution. 

4.  Lehrsatz:  Jeder  Strahl  und  das  ihm  konjugierte 
Lot  schneiden  jede  der  beiden  Achsen  in  zwei  homologen 
Punkten  der  fokcden  Involution.  — 

Ist  P  ein  Kurvenpunkt,  so  ist  seine  Tangente  zugleich 
seine  Polare  ^^^  ^«^ ;  das  in  dem  Kurvenpunkte  P  auf  der 
Tangente  errichtete  Lot,  das  wir  die  Normale  des  Punktes  P 
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nennen  wollen,  ist  daher  das  konjugierte,  so  dafs  wir  als 
besondern  Fall  des  vorhergehenden  Satzes  den  folgenden 
aussprechen  können: 

5.    Tangente    und    Normale    eines    Kurvenpunktes 

schneiden  jede  der  beiden  Achsen  in  zwei  homologen 

Punkten  der  fokalen  Involution.  — 

6.  Ferner  folgt   noch  für  den  Fall,    dafs  P  ein  Punkt 

einer  Achse  ist,  der  zugeordnete  parabolische  Büschel  also 

in  zwei  gerade  Büschel  P^   und    Y  zerfällt^^^^e) ,  dafs  P  und 

Pj  zwei  homologe  Punkte  der  fokalen  Involution  sind. 

142.*  Brennpunkte.  Wenn  die  Achsen  x  und  y  von  dem  142 
Strahl  a  in  ^  und  C  und  von  dem  ihm  konjugierten  Lot  a^ 
in  B^  und  C^  geschnitten  werden,  so  sind  B  und  B^  zwei 
homologe  Punkte  der  fokalen  Involution  x-  und  C  und  C^ 
zwei  homologe  Punkte  der  fokalen  Involution  y-  ^^^i*^  Da 
a  und  aj  durch  zwei  homologe  Punkte  A  und  Aj  der  zirku- 
lären Punktinvolution  gehen,  so  lassen  sich  die  beiden  fokalen 
Involutionen  auffassen  als  zwei  Gegenseiten  (^^^^  deren  diago- 
nale Involution  die  zirkuläre  Punktinvolution  0^  ist.  Da  die 
zirkuläre  Involution  elliptisch  ist'^^'^»),  so  haben  wir^^^^«): 

1.  Von  den  beiden  fokalen  Involutionen  ist  die  eine 
elliptisch,  die  andere  hyperbolisch.  —  Die  Achse, 
welche  der  Träger  der  hyperbolischen  Involution  ist, 
heifst  die  Hmqytachse,  die  andere  die  Nebenachse.  — 
Die  in  der  Hauptachse  liegenden  Ordnungspunkte  der 
fokalen  Involution  heifsen  die  Brennpunkte  der  Kurve. — 

Jeder  Strahl  eines  Brennpunktes  F  wird  von  dem  ihm 
konjugierten  Lote  in  jP  geschnitten  (^*^*),  mit  andern  Worten : 
die  konjugierten  Strahlen  des  Brennpunktes  stehen  aufein- 
ander senkrecht: 

2.  Die  konjugierte  Strahleninvoluiion  jedes  Brenn- 
punktes ist  zirkulär.  — 

Bilden  die  den  Strahlen  eines  Punktes  P  konjugierten 
Lote  einen  geraden  Strahlenbüschel  Pj,  so  mufs  P  ein 
Punkt  der  Achse  sein^^^^e  und  der  Mittelpunkt  P^  des 
von  den  konjugierten  Loten  gebildeten  geraden  Büschels 
mufs  der  dem  Punkte  P  in  der  fokalen  Involution  homologe 
sein^i^^e).  —  Ist  die  konjugierte  Strahleninvolution  eines 
Punktes  P  zirkulär,  so  heifst  das:  die  den  Strahlen  von  P 
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konjugierten  Lote  bilden  einen  geraden  Büschel,  dessen 
Mittelpunkt  mit  P  zusammenfällt;  der  Mittelpunkt  mufs  also 
ein  Ordnungspunkt  der  fokalen  Involution,  d.  h.  ein  Brenn- 
punkt sein: 

3.  Ein  Punkt,  dessen  konjugierte  Strahleninvolution 
zirkulär  ist,  ist  ein  Brennpunkt.  — 

Sind  uns  für  eine  Kurve  die  beiden  Brennpunkte  F  und 
G  gegeben,  so  ist  ihre  Verbindungslinie  die  Hauptachse  x. 
Da  der  uneigentliche  Punkt  X  der  Hauptachse  x  in  der 
fokalen  Involution,  wie  wir  in  der  Begründung  von  Nr.  141^ 
sahen,  dem  Kurvenmittelpunkt  0  homolog  ist,  so  ist  die 
Mitte*^^^«)  von  F  G  der  Kurvenmittelpunkt,  das  Mittellot  von 
F  G  also  die  Nebenachse.  —  Je  zwei  aufeinander  senkrechte 
Strahlen  von  F  schneiden  die  Nebenachse  in  homologen 
Punkten  der  fokalen  Involution^^*^*) : 

4.  Sind  uns  von  einer  Kurve  die  beiden  Brenn- 
punkte F  und  G  gegeben,  so  ist  F  G  die  Hauptachse 
und  das  Mittellot  von  F  G  die  Nebenachse.  —  Die 
fokale  Involution  der  Nebenachse  liegt  perspektiv  zur 
konjugierten  (zirkulären)  Strahleninvolution  jedes  Brenn- 
punktes. — 

Die  konjugierten  Lote,  die  durch  einen  Punkt  P 
gehen '^"^^ä),  schneiden  die  Hauptachse  in  homologen  Punkten 
der  fokalen  Involution (^'^^^^  und  bilden  daher  mit  PF  und 
P  G  einen  harmonischen  Wurf  ^*'^8).  Nennen  wir  die  durch 
einen  Brennpunkt  gehenden  Strahlen  PF  und  PG  kurz 
Brennstrahlen,  so  haben  wir(^^»>: 

5.  Die  konjugierten  Lote  eines  beliebigen  Punktes  P 
halbieren  die  von  den  Brennstrahlen  P  F  und  P  G  ge- 
bildeten Winkel. 

Ein  besonderer  Fall  dieses  Satzes  ist  der  folgende 
(vgl.  141,): 

6.  Tangente  und  Normale  eines  Kurvenpunktes  hal- 
bieren die  von  den  Brennstrahlen  des  Kurvenpunktes 
gebildeten  Winkel. 

143  143.*  Hauptkreis.  Da  die  konjugierte  Strahleninvolution 

des  Brennpunktes  zirkular^^*-*^,  also  elliptische^ ^2»)  ist,  so  ist 
die  konjugierte  Punktinvolution  der  Hauptachse,  weil  diese 
ein  Strahl  des  Brennpunktes  ist,  hyperbolisch^^"'^^: 
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1.  Die  Punkte,  in  denen  die  Hauptachse  die  Kurve 
schneidet,  heifsen  die  (Haupt-)  86'//ö^Ml  21)  der  Kurve. 

Wir  bezeichnen  die  Scheitel  der  Kurve  stets  durch  A 
und  A^  und  die  Strecke  A  A^,  die  Länge  der  Hauptachse, 
durch  2a.  —  Der  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  mit  dem  Kurven- 
mittelpunkt 0  zusammenfällt  und  dessen  Radius  OA  ist, 
hat  so  vielerlei  Beziehungen  zur  Kurve,  dafs  man  für  ihn 
einen  besonderen  Namen  eingeführt  hat. 

2.  Definition:  Der  Kreis,  welcher  die  Hauptachse 
der  Kurve  zum  Durchmesser  hat,  heifst  der  der  Kurve 
zugeordnete  Haiqjtkreis  (oder  der  Scheitelkreis). 

3.  Die  der  Kurve  konjugierte  Involution  der  Haupt- 
achse ist  dieselbe  wie  die  dem  Hauptkreise  konjugierte 
Involution, 

nämlich  die  durch  die  Ordnnngspunkte  A  und  A^  bestimmte. 
Da  ferner  dem  uneigentlichen  Punkte  X  der  Hauptachse  x  in 
der  zirkulären  Pmiktinvolution  0-  der  Pol  Y  von  x  homolog 
ist(ii*^)  und  jedem  Kreise  die  zirkuläre  Punktinvolution  kon- 
jugiert istd^ia)^  so  hat  die  Hauptachse  für  die  Kurve  und 
den  Hauptkreis  denselben  Pol.  Die  Strahlen  von  Y,  d.  h.t^i^,) 
die  Lote  der  Hauptachse,  haben  daher  für  die  Kurve  und 
den  Hauptkreis  dieselben  Pole^^^«) 

Sind  nun  Y(Q)  (Fig.  87)  und  Y  {R)  irgend  zwei  Strahlen 
von   y,  und  Q,   und  li^   ihre  Pole  und  C  irgend  ein  Punkt 
in  Y(Q),  so  geht  sowohl  die  Polare 
y  des  Punktes  C  für  die  Kurve  als 
auch  die  Polare   c   des   Punktes    C 
für    den    Kreis    durch    Qi,    und    y 
schneidet  Y(Q)  in  dem  dem  Punkte 
C  für  die  Kurve  konjugierten  Punkte 
r^    und  c  schneidet   Y {Q)  in    dem 
dem  Punkte  C  für  den  Hauptkreis 
konjugierten  Punkte  Cj.   Wird  Y(Ä') 
von    y   und   c   in    A^    und    D^    ge- 
schnitten,   so    ist   R^  C  die   Polare  ^'^-  ^^• 
des  Punktes  A^  für  die  Kurve  und  die  Polare  des  Punktes  D. 
für  den  KreisC^^,)^    Schneidet  daher  R^  C  das  Lot  Y{R)  in  D, 
so    sind  D  und  A,   einander  fttr  die  Kurve  und  D  und  D^ 
emander  für  den  Hauptkreis  konjugiert.     Da  die  Punkte  Q 
und  R^   welche    dem  Punkte    Y  sowohl  für  die  Kurve  wie 


^ 


160  I-    Der  Kegelschnitt. 

für  den  Kreis  konjugiert  sind,  die  Fluchtpunkte  der  konjugier- 
ten Involutionen  von  Y  {Q)  und  Y  {R)  sind,  so  haben  wir 
in  Y{Q)  für  die  Kurve  die  Potenz  QC.Qf^i'^^^  und  für 
den  Hauptkreis  die  Potenz  QC .  Q  C^]  das  Verhältnis  der 
beiden  Potenzen  ist  also  Q  f,  :QCj.  Entsprechend  haben 
wir  in  Y {R)  die  Potenzen  RB.RA^  und  RTJ.R D^  und 
das  Verhältnis  R  L^:  R  D^.  Da  nun  nach  einem  Satz  der 
Proportionenlehre 

QV^'.QC^=RL^:RD^ 

ist,  so  haben  wir: 

4.  Die  Potenzen  der  Involutionen^  iveldie  der  Kurve 
und  ihrem  Hauptkreise  in  einem  Lote  der  HauptacJise 
konjugiert  sind,  haben  ein  konstantes  Verhältnis. 
Zu  den  Loten  der  Hauptachse  gehört  auch  die  Neben- 
achse ^^^-*),  in  welcher  der  Hauptkreis  eine  Involution  erzeugt, 
deren  Potenz  +  <^^  ist^^^^'-*»).  Bezeichnen  wir  die  Involutions- 
potenz, welche  die  Kurve  in  der  Nebenachse  induziert,  durch 
\b\  so  ist  das  konstante  Verhältnis  der  Involationspotenzen 
[6] :  «2.  —  Wählen  wir  ein  Lot  Y {Q\  welches  die  Kurve  in 
aS  schneidet,  so  ist,  wenn  wir  Q  S  =  i/  und  0  Q  =  x  setzen, 
die  Potenz  dieses  Lotes  für  die  Kurve  -j-?/"(i39s)  und  für  den 
Hauptkreis  a^  —  a^-^'^^-l  Es  ist  daher  y"" :  a-  —  x- =  [b\  :  a-. 
—  Damit  haben  wir  zum  zweiten  Male  (vgl.  126)  die  Kurven- 
gleichung abgeleitet,  und  zwar  für  ein  Koordinatensystem, 
dessen  Achsen  mit  den  Kurvenachsen  zusammenfallen.  Ist 
die  Kurve  eine  Ellipse,  so  schneidet  die  Nebenachse  die 
Kurve<^2i,)^  die  Potenz  [b]  ist  also  positiv  :  + 6-^^^^»^;  ist  sie 
eine  Hyperbel,  so  ist  [b]  negativ :  — ^-(^^v,  so  dafs  sich 
ergiebt  als  Gleichung 

2  2 

für  die  Ellipse:  ^  +  -p-=l; 

für  die  Hyperbel:  ^  —  ^=1. 

Zusatz.  Die  eben  entwickelte  Kurvengleichung  ist  nur 
ein  besonderer  Fall  der  in  Nr.  126  abgeleiteten,  welche  auf 
zwei  beliebige  konjugierte  Durchmesser  als  Achsen  bezogen 
war.  Auch  diese  allgemeine  Gleichung  läfst  sich  mit  Hülfe 
des  hier  verwendeten  Begriffs  der  Potenz  einer  Involution 
ableiten.  —   Ist  uns  die  Kurve  durch  S  S^  A  und  Too'^^^^^^ 
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geg-eben,    so    ist,    wenn    0   die  Mitte   von  S  S^  ist,   0  Too 
(Fig.  88)  der  dem  Durchmesser  *S  *S^   konjugierte.     Er  wird, 
weil  er   durch    den   Pol   jToo    der   Seite  S  S^    des   Kurven- 
dreiecks  S  S^  A  geht,   von   den  beiden   andern   Seiten  AS 
und    AaSj     in     zwei    konjugierten 
Punkten  A  und  Ä^^  geschnitten^^^-). 
Da    0    der    Fluchtpunkt  (i^^)    von 
0  Too    ist,    so  ist  die  Potenz  der 

konjugierten  Involution  von 
0  Too  :  [b]  =  OA.O  A^.  Ziehen 
wir  Q  A  parallel  0  Too  und  be- 
zeichnen 0  Q  durch  .x,  Q  A  durch 
2/ •  und  0  S^=  —  OS  durch  a,  so 
ergiebt  sich : 

QA:OA  =  SQ:SO  und  Q  A  :  0  A^  =  S^Q  :  S^O, 

woraus  unter  Berücksichtigung  der  ZeichenregeK^i)  foig-^. 

3^_  {SO+OQ){S^O+OQ)  _     g-^-^^ 
[b]       '  0  6^.  OS  —"     a'       ' 

144*  Konstruktion  der  Ellipse  aus  ihren  beiden  144 
Aehsen^^^^).  Für  eineEllipse^i-i^)  sowohl  wie  für  einen Kreis^^^ij 
ist  der  Mittelpunkt  0  ein  elliptischer  Punkt.  Es  ist  also,  wenn 
wir  die  Bezeichnung  der  vorigen  Nummer  (Fig.  87)  beibehalten, 
Y(0)  eine  hyperbolische  Geradeso-)  und  folglicW^ioj  ^uch 
jeder  Strahl  Y((2),  der  von  Y{0)  durch  die  Scheiteltangenten 
Y{A)  und  Y{A^)  nicht  getrennt  wird;  mit  andern  Worten: 
jedes  in  einem  Punkte  der  Hauptachse  AA^^^)  errichtete 
Lot  schneidet  sowohl  die  Ellipse  wie  ihren  Hauptkreis. 
Errichten  wir  in  einem  solchen  auf  A  A^  liegenden  Punkte 
Q  das  Lot  und  nennen  seine  Schnittpunkte  mit  der  Ellipse 
und  dem  Hauptkreise  P  und  P^,  so  sind  Q  P-  und  Q  P\  ' 
die  Potenzen^i^^ä)  der  der  Ellipse  und  dem  Hauptkreise  kon- 
jugierten Involutionen  des  Lotes;  es  ist  daher^^^s,)  Qp.^Qp^ 
=  b  :  a. 

Auf  jedem  Lote    der  Hauptachse   werden   von   der 

Ellipse  und  ihrem  Hauptkreise  zwei  Sehnen  begrenzt, 

deren  Verhältnis   konstant   ist,   und   zwar   gleich  dem 

Verhältnis  der  Nebenachse  zur  Hauptachse. 

Ziehen   wir   durch  den  Ellipsenpunkt  P  (Fig.  89)  zum 

Kreisradius  P^  0  die  Parallele,  welche  die  Hauptachse  in  (7, 

Böger,  Ebene  Geometrie  der  Lage.  11 


162 


I.  Der  Kegelschnitt. 


—P 


—I) 


die  Nebenachse  in  B  schneidet,  so  ist  P  C :  P^  0  =  Q  P :  Q  P^ 
=  6  :  a;  folglich  ist,  da  P,  0=  a  ist,  PC=h.   PI)  ist  gleich 
P  0=^a.    Daraus    ergiebt    sich  eine  in   der  Darstellenden 
^  "  Geometrie    viel    benutzte    Kon- 

struktion einer  Ellipse,  von  der 
die  beiden  Achsen  gegeben  sind: 
Man  trügt  auf  einem  Papier- 
streifen (Fig.  89)  PD=a   und 
PC^=h  ab  und  bewegt  ihn  so, 
dafs  C  auf  der  Hauptachse  und 
D  auf   der  Nebenachse   gleitet; 
die     mit     der     Bleifeder     be- 
zeichneten  Lagen    des  Punktes 
P  sind  dann  Ellipsenpunkte.  — 
Weil,  wie  wir  bei  der  Begründung  von  Nr.  143.,  sahen, 
jedes  Lot   der  Hauptachse   für  die  Ellipse  und  den  Haupt- 
kreis   denselben  Punkt   als  Pol   hat,    so    geht    die  Elhpsen- 
tangente  in  P  durch  den  Punkt,    in  dem  die  Kreistangente 
in   Pj    die    Hauptachse    schneidet (^^^i).      Diese   Bemerkung 
wird  in  der  Darstellenden  Geometrie  zur  Konstruktion  einer 
Ellipsentangente  gebraucht. 
u5         145.*    Kurve   aus   den  beiden  Brennpunkten  und 
einer  Tang-ente.     Ist   uns   für  eine  Kurve  ein  Brennpunkt 
G   gegeben,    so   kennen  wir,    da   die  konjugierte   Strahlen- 
involution des  Brennpunktes  zirkulär  ist^'^^,),  die  der  K:urve 
in  G  konjugierte  Strahleninvolution.    Aus  dieser  Bemerkung 
ergiebt  sich  die  Lösung  der 

Aufgabe^^^^)-.  Eine  Kurve  zu  zeichnen,  von  der  die  beiden 
Brennpunkte  und  eine  Tangente  gegeben  sind. 
Die  beiden  Brennpunkte  bezeichnen  wir  durch  G  und 
//,  die  gegebene  Tangente  durch  .v.  Da  je  zwei  homologe 
Strahlen  c  und  c^  der  Strahleninvolution  G-  auf  einander 
senkrecht  stehen  und  ebenso  je  zwei  homologe  Strahlen  / 
und  /i  von  //-,  so  ist  der  Verbindungslinie  GE  =  u  m 
^2  das  Lot  g  auf  u  und  in  H-  das  Lot  A  auf  u  homolog; 
den  unendlich  fernen  Schnittpunkt  dieser  Lote  g  und  h 
nennen  wir  U.  —  Die  gesuchte  Kurve  erhalten  wir  nun 
durch  Übertragung  der  in  Nr.  100  gegebenen  Konstruktion 
ins  Duale<^>: 

Werden   die  Punkte,   in  denen  die  gegebene  Gerade  s 


Fig.  90. 
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(Fig.^  90)   von    den  Seiten    h   und  u  des  Dreiseits  ghu  ge- 
schnitten wird,  aus  den  Gegenecken  G  und   U  durch  c  und 
q  projiziert,  wird  ferner   der  Schnittpunkt  c  q  aus  der  Ecke 
H  durch  y   projiziert,    so   ist 
die   Verbindungslinie    von  gy 
und  G^  y^  eine  Tangente.    Be- 
zeichnen  wir   diese   durch   s^, 
so   sind  die  Verbindungslinien 
der  Punkte,    in   denen   s   und 
B^  von  den  homologen  Strahlen 
der    zirkulären   Involution    6r^ 
geschnitten  w^erden,  Tangenten 
der  gesuchten  Kurve. 

Anmerkung.  Aus  dem  Be- 
weise zu  Nr.  100  ergiebt  sich 
dual :  Weil  s  {u)  und  «^  {g\ 
s{c)  und  s^{c^  (Fig.  90)  auf 
homologen  Strahlen  von  (x^ 
liegen,  so  sind  ihre  Ver- 
bindungslinien /  und  /,  Tangenten  der  Kurve.  Wie  das 
Vierseit  glicy  zeigt,  ist  die  Diagonallinie  q  von  u  durch  s 
und  /  harmonisch  getrennt^-'^^)  -^  g  q  =  ü  wird  daher^^i«)  aus 
s  s^  durch  den  von  G  durch  6-  und  s^  harmonisch  getrennten 
Strahl  ^j,  d.  i.(9Si)  die  Polare  von  (r,  projiziert. 

Zusatz.  Wiederholt  man  die  Konstruktion  für  den  Fall,  z 
dafs  der  Brennpunkt  //  ein  uneigentlicher  Punkt,  also  h  die 
uneigentliche  Gerade  ist,  so  ergiebt  sich  s  ||  c  und  s,  ||  q; 
die  Verbindungslinie  der  Schnittpunkte  s{c)  und  s^(c^\  die 
Tangente  Z^,  ist  daher  die  uneigentliche  Gerade  und  somit^i^?*) 
die  Kurve  eine  Parabel: 

Liegt   der   eine   der   beiden  Brennpunkte  unendlich 
fern,  so  ist  die  Kurve  eine  Parabel. 

146.*  Richtlinie.    Die  in  der  vorigen  Nummer^^^s  a)  j^^^^.  u& 
stTuierte  Polare  g^   des  Brennpunktes  G  hat  eine  besondere 
Wichtigkeit    und    daher   einen   besondern  Namen,    den   wir 
einführen  durch  die 

1.  Definition:  Die  Polare  eines  Brennpunktes  heifst 
Richtlinie  (oder  Direktrix).  — 

Statt    der    Buchstaben    G    und    H^    durch    die    wir    in 
Nr.  145  die  Brennpunkte  bezeichneten,  wollen  wir  uns  von 

11* 
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jetzt  an  wieder  der  bis  dahin  gebrauchten  Buchstaben  F 
und  6r  bedienen  und  dem  entsprechend  die  Polaren  von  F 
und  6r,  die  Richtlinien,  durch  /  und  g  bezeichnen.  Ist  nun 
T  ein  beliebiger  Punkt  der  Richtlinie  /,  so  geht  seine 
Polare  durch  den  Punkt  F  und  steht^  da  sie  dem  Brenn- 
strahl 7^  T  konjugiert  ist^^^:),  senkrecht  auf  T  F^'^^-'-. 

2.  Die  Polare  eines  Punktes  T  der  RicJitlinie  f  ist 
das  im  Brennpunkt  F  auf  T  F  errichtete  Lot. 

Ist  demnach  Y  der  uneigentliche  Punkt  der  Richtlinie 
/,  so  ist  seine  Polare  das  von  F  auf  /  gefällte  Lot  F F^-^ 
dieses  schneidet  die  uneigentliche  Gerade  o  in  dem  dem 
Punkte  Y  homologen  Punkte  X  der  zirkulären  Punkt- 
involution, ist  also  eine  Achse^^^^*^  der  Kurve  und,  weil  es 
durch  F  geht,  die  Hauptachse^^^^^^ : 

3.  Das  von  einem  Brennpunkt  auf  seine  Richtlinie 
gefällte  Lot  ist  die  Hauptachse. 

Dieser  Satz  ist  ein  besonderer  Fall  des  folgenden.  — 
Weil  die  konjugierte  Strahleninvolution  eines  Brennpunktes 
F  elliptisch  ist^^^^s)^  go  ist  die  Richtlinie  /  eine  elliptische 
Gerade^io^»);  durch  jeden  Punkt  T  von  /  gehen  daher^'*^') 
zwei  Tangenten  s  und  s^,  die  als  Ordnungsstrahlen  die 
konjugierte  Involution  von  T  bestimmen^^-')  und  daher  die 
Polare  von   T  in  zwei  Kurvenpunkten  schneiden^^^o^ : 

4.  Wenn  T  ein  Punkt  der  Richtlinie  /  ist,  so  schneidet 
das  in  dem  Brennpunkte  F  auf  T F  errichtete  Lot  die 
von  T  ausgehenden  Tangenten  in  zwei  Kurvenpunkten. 

Man  giebt  diesem  Satze  auch  wohl  die  Form:  Die  auf 
einer  Tangente  durch  ihren  Berührungspunkt  und  eine  Richt- 
linie begrenzte  Strecke  erscheint  in  dem  zugeordneten  Brenn- 
punkt unter  einem  rechten  Winkel.  — 

Schneidet  die  Polare  eines  beliebigen 
C    Punktes  T  (Fig.  91)    der  Richtlinie /.  die 
Nebenachse   in  C,  so    folgt  aus  der  Ahn- 
r^    lichkeit   der  Dreiecke  OCF  und  F^FT: 
O     OCF,  T=0  F.FF,.    Die  Polare  von 


Fig.  91.  ^  geht  durch  T  und  ist  der  Hauptachse 

parallel^^*^«) ;  schneidet  sie  die  Nebenachse 

in    C^,    so    ist    0  C .  0  C^    die   Potenz^^^s)  ^^^   konjugierten 

Involution    der    Nebenachse,    die    wir    wieder    mit    [h]    be- 
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zeichnen  wollen.     Wir  haben  daher  die  auch  im  Vorzeichen 
richtige  Gleichung 

[6]=.0C.  OC^  =  OC,F^  T=OF.FF^. 
Ferner  ist^^') 

OF.FF^  =  OF.(FO+OF^)^~OF^-j-OF.OF^. 
Das  Produkt  0  F .  0  F^    ist   die  Involutionspotenz   der 
Hauptachse,  also  0  F .  0  F^  ^0^2(1393).  bezeichnen  wir  noch 
0  F=  ^  G  F  durch  e,  so  haben  wir 

5.  a''  —  e''=[b\ 

147.*  Zweites(i24)  Kennzeichen  für  die  Ellipse  und  u? 
die  Hyperbel,  Ist  eine  Kurve  durch  die  beiden  Brenn- 
punkte F  und  G  und  eine  Tangente  t  gegeben(i^5)^  g^ 
läfst  sich  ein  Kennzeichen  dafür  angeben,  ob  die  Kurve 
eine  Ellipse  oder  Hyperbel  ist.  —  Schneidet  die  Tangente 
t  (Fig.  92)  die  Hauptachse  x  in 
B  und  die  Nebenachse  y  in  C,  so 
schneidet  die  Normale  n  ihres  Be- 
rührungspunktes P  die  Achsen  x 
und  y  in  den  homologen  Punkten 
J5j  und  Cj  der  fokalen  Involu- 
tionen^^^^s).  Die  Polare  des  un- 
eigentlichen Punktes  Zder  Tangente 
BC  geht  durch  den  Berührungs- 
punkt P(87z,)  ^jj(j  ^gjj  Kurven- 
mittelpunkt 0(1^4,).  0  P  und  0  Z  sind  also  zwei  konjugierte 
Durchmesser  und  die  Kurve  ist  eine  Ellipse  oder  HyperbeF^^o,)^ 
je  nachdem  die  konjugierte  Strahleninvolution  0{BC.PZ) 
elliptisch  oder  hyperbolisch  ist. 

Wir  nehmen  nun  an,  die  Tangente  schneidet  (wie  in 
der  Figur)  die  Hauptachse  in  einem  Punkte  B  von  7^'  G^^\ 
so  dafs  also  OB^OF  ist.  Bsl  0  B  .  0  B^  =  0  F-  ist,  so 
ist  OB^<:OF^  d.  h.  B^  liegt  in  0^  oder,  wenn  wir  den 
uneigentlichen  Punkt  der  Hauptachse  X  nennen,  0  B  .  B^  X 
ist  ein  elliptischer  Wurf.  Da  die  fokale  Involution  der 
Nebenachse  elliptisch  ist(^42j^  go  jg^,  wenn  ihr  uneigentlicher 
Punkt  Y  genannt  wird,  0  Y .  C C^  ein  elliptischer,  OC.  YC^ 
also(i^*)  ein  hyperbolischer  Wurf.  Die  Verbindungslinie  B^  C^ 
und  die  Verbindungslinie  X  Y,  die  uneigentliche  Gerade, 
bestimmen   also   in   den  Seiten  OB  und  0  C  des  Dreiecks 


Fig.  92. 
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0  B  C  einen  elliptischen  und  einen  h}T)erbolischen  Wurf, 
folglich^^sTj  igt  der  in  ^  C  ausgeschnittene  Wurf  BC  .P  Z 
elliptisch,  die  Kurve  also  eine  Ellipse: 

1.  Eine  Kurve  ist  eine  Ellipse  oder  H}T)erbel,  je 
nachdem  der  Punkt,  in  dem  eine  beliebige  Tangente 
die  Hauptachse  schneidet,  von  dem  Kurvenmittelpunkt 
durch  die  Brennpunkte  getrennt  oder  nicht  getrennt 
wird.  — 

Bemerkt   mag   noch  werden,    dafs  als  besonderer  Fall 
aus  Nr.  109  folgt: 

2.  Die  Kurve  ist  eine  Ellipse  oder  Hyperbel,  je 
nachdem  der  Punkt,  in  dem  eine  beliebige  Tangente 
die  Hauptachse  schneidet,  von  dem  Kurvenmittelpunkt 
durch   die  Scheitel  getrennt  oder  nicht  getrennt  wird. 

148  148.*  Entfernungen  eines  Kurvenpunktes  von 
Brennpunkt  und  Richtlinie.  Die  in  Nr.  145  gegebene 
Konstruktion  lehrt  uns.  zu  der  gegebenen  Tangente  s  eine 
zweite  s^  und  mit  Hülfe  der  beiden  Tangenten  s  und  s^  und 
der  zirkulären  Strahleninvolution  eines  Brennpunktes  die 
übrigen  finden.  Wir  können  daher  jede  Kurve  erzeugen, 
indem  wir  einen  rechten  Winkel  sich 
um  seinen  Scheitel  F  drehen  lassen 
und  den  Punkt,  in  dem  s  von  dem 
einen  Schenkel  geschnitten  wird,  ver- 
binden mit  dem  Punkte,  in  dem  s^ 
von  dem  andern  Schenkel  geschnitten 
wird. 

Wir   zeigen   nun,    dafs  wir,   aus- 
gehend von  zwei  beliebigen  Geraden 
>^f^;C.     ^v —      6-  und  «1  und  einem  beliebigen  Punkte 

7,U^_LV_^^t:i^ F^    die    Tangenten    einer   Kurve    er- 

\        ^1       ^,    ^      halten,  wenn  wir  um  F  einen  rechten 

Fig.  93.  Winkel   sich   drehen    lassen.    —  Die 

Schenkel  des  rechten  Winkels  bezeichnen  wn  durch  p  und  7 

(Fig.  93),  die  Schnittpunkte  s  (jj)  und  s^  (q)  durch  A  und  B^. 

Wenn  p  sich  um  F  dreht,  so  ist 

die  Verbindungslinie   A  B^  =  l  umhüllt   also   in   der  That 
eine    Kurve^*^)     Bezeichnen    wir   femer    die    Schnittpunkte 
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s  {q)  und  s^  {'p)  durch  B  und  .1^,  so  ist,  weil  q  in  p  tällt, 
wenn  p  in  q  fällt,  auch  die  Verbindungslinie  BA^^^l^  eine 
Tangente  dieser  Kurve.  Bezeichnen  wir  noch  die  Schnitt- 
punkte s  s^  und  1 1^  durch  T  und  T^  und  ihre  Verbindungs- 
linie T  Tj  durch  /,  so  bilden  die  Tangenten  s  s^  1 1^  ein 
Vierseit,  von  dem  A  A^^  B  B^^  T  T^  die  Gegenecken  sind. 

1.  Da  die  Diagonallinien  A  xi^z=  p  und  B  B^  =  q 
einander  konjugiert  sind^^^^\  so  ist  die  konjugierte  In- 
volution von  F  zirkulär,  F  also  ein  Brennpunkt (^■*-*^; 
seine  Polare ^^^^)  /  also  die  Richtlinie,  und  das  von  F 
auf  /  gefällte  Lot  F  F^  die  Hauptachse  ^i^^^);  das  in 
F  auf  T  F  errichtete  Lot  schneidet  s  und  .^^^  in  den 
Kurvenpunkten  (146*)  S  und  S^.  — 

Ist  von  einer  Kurve  ein  Brennpunkt  F,  die  zugeord- 
nete Richtlinie  /  und  eine  Tangente  .^  gegeben,  die  die  Richt- 
linie in  T  schneidet,  so  kennen  wir  die  konjugierte  Strahlen- 
involution von  T:  Von  dieser  ist  s  ein  Ordnungsstrahl  ^^2,)^ 
/und  2' (F)  sind  zwei  konjugierte  Strahl  en^^-i) ;  die  zweite 
Tangente  s^  ist  daher  die  von  s  durch  /  und  F  harmonisch 
getrennte  Gerade.  Da  wir  aus  c^  .Sj^  and  F  die  Kurve  zeich- 
nen können,  so  haben  wir: 

2.  Eine  Kurve  ist  durch  einen  Brennpunkt,  seine 
Richtlinie  und  eine  Tangente  bestimmt.  — 

Da  das  Kurvenvierseit  ^  s^  1 1^  und  das  zugeordnete 
Kurvenviereck  S  S^  L  L^  das  Diagonaldreieck  p  q  f  gemein- 
sam haben^^^^,  so  geht  8  L  (Fig.  94)  durch  den  Diagonalpunkt 
qf=zF^'^^^'^  es  werden  daher^"'^**)  5  ^ 
und  L  und  folglich  auch  F{S)  und 
F  [L)  durch  p  und  q  harmonisch 
getrennt.  Weil  p  senkrecht  auf  q 
steht.soisi^'^^^^  FS:FL  =  PS:FL. 
Fällen  wir  nun  von  S  und  L  die 
Lote  S  i?  und  Z  it*,  auf  die  Richt- 
linie /,  so  ist  nach  einem  Satze 
der  Proportionenlehre  FS  :  PZ 
=  SE:LR^,  folglich  SF:SE 
=  LF:LR^.  Fig.  94. 

3.  Bas  Verhältnis  aus  den  Entfernungen  eines  Kurven- 
punktes von  einem  Brennpunkt  und  der  zugeordneten 
Richtlinie  ist  konstant. 
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149  149  *  Die  von  einem  Brennpunkt  auf  die  Kurven- 
tang-enten  g-efällten  Lote.  Wir  erhalten^i^^i)  die  Tangenten 
unserer  Kurve,  indem  wir  zwei  aufeinander  senkrechte 
Strahlen  p  und  q  um  F  sich  drehen  lassen.  Kommt  p  in  die 
Lage  des  Lotes  CC^  (Fig.  95)  von  s,  so  ist  q  parallel  s;  daher 
ist  die  durch  C^  parallel  -s  gezogene  Gerade  eine  Tangente 
der  Kurve;  kommt  p  in  die  Lage  des  Lotes  I>  D^  von  s,, 
so  ist,  wie  sich  in  derselben  Weise  ergiebt,  die  durch  D 
parallel  s^  gezogene  Gerade  eine  Tangente  der  Kurve.  Die 
beiden    gezeichneten    Tangenten    bilden    mit   s   und   s^    ein 

Parallelogramm,  d.  h.  ein  Kurven- 
vierseit,  dessen  eine  Diagonallinie 
die  uneigentliche  Gerade  ist.  Der 
dieser  gegenüberliegende  Diagonal- 
punkt, d.  i.(25i)  die  Mitte  0  von  D  C^, 
ist  daher  der  Mittelpunkt  der 
Kurve^^^«);  durch  ihn  geht  die  Haupt- 
achse, das  von  F  auf  die  Richtlinie 


/  gefällte  Lot  F  F^ 


(14o,) 


Fig.  95.  Wird  n  C\   von  TF  und  der 

Richtlinie  /  in  E  und  E^  geschnitten, 
so  sind,  weil  2'  F  von  /  durch  s  und  s^  harmonisch  getrennt 
wird(^2,)^  I)  C^  .  E E^  vier  harmonische  Punkte,  daher (^^*) 
()E.OE^=OD-.  Aus  dem  Viereck  TFC^D,  in  dem 
zwei  Seiten  auf  ihren  Gegenseiten  senkrecht  stehen,  ergiebt 
giß}j(ii2,)^  dafs  TE  senkrecht  auf  C^D  steht;  da  die  Haupt- 
achse senkrecht  auf  /  steht,  so  liegen  F  F^  E  E^  in  einem 
Kreise,  so  dafs  nach  einem  planimetrischen  Satze  ist  0  F .  0  F^ 
=  0  E .  0  E^  =  0  D\  Weil  0  der  Fluchtpunkt  und  F  und 
F^  zwei  homologe  Punkte  der  konjugierten  Involution  der 
Hauptachse  sind,  so  ist  (9  i^.  0  2^^  =  a-^^^^«),  also  0 1)  =  a^ 
wenn  wir  wieder  durch  a  die  halbe  Länge  der  Hauptachse 
bezeichnen.  Aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck  C^  D  C  ergiebt 
sich  noch  0  C  =  01)^  mithin  0  G^=a\ 

Die  Fufspunkte   der   von    einem  Brennpunkt   auf  die 
Tangenten  gefällten  Lote  liegen  im  Ilauptkreise. 

z  .  Zusatz.  Sind  F  und  G  (Fig.  96)  die  beiden  Brennpunkte 
und  s  eine  beliebige  Tangente,  so  müssen  die  Tangente  und 
die  Normale  ihres  Berührungspunktes  F  die  beiden  Achsen 
in  homologen  Punkten  BB^  und  CC^  der  fokalen  Involutionen 
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Fitr.  96. 


schneiden  (14I5)  und  die  von  den  Brennstrahlen  P  F  und  P  G 
gebildeten    Winkel    halbieren  (i*26).     Nehmen    wir   an,    dafs 
die  Tangente  (wie  in  der  Figur) 
die  Hauptachse  in  einem  Punkte 
YonF '  6'(5)  schneidet,  dafs  also^i*'i) 
die  Kurve    eine    Ellipse    ist,    so 
halbiert  die  Tangente  den  Neben- 
winkel  von  GPF.     Das   von  F 
auf  die  Tangente  s   gefällte  Lot 
FH  trifft  also  die  Verlängerung 
der  Seite  P  G  des  Dreiecks  PF  G. 
Weil   aus    z.FPH=HPI)  folgt,    dafs   P F  =.  P D  und 
FU  =  I1D  ist,  so  ergiebt  sich: 

PF-^PG  =  GTJ  =  2I1()=^  2a(i^9). 

1.  Die  Summe  aus  den  Brennstrahlen  eines  Ellipsen- 
punktes ist  konstant  und  zwar  gleich  der  Länge  der 
Hauptachse. 

Für  eine  Hyperbel  ergiebt  sich  in  derselben  Weise: 

2.  Die  Differenz  aus  den  Brennstrahlen  eines Hyperbel- 
pnnktes  ist  konstant  und  zwar  gleich  der  Länge  der 
Hauptachse. 

150  *  Vierseit  mit  zwei  reehtwinklig-en  Geg-eneeken.  150 

In  Nr.  148  haben  wir  die  Aufgabe  gelöst:  Aus  zwei 
Tangenten  s  und  .s^^  und  der  zirkulären  Involution  des  Punktes 
F  die  Kurve  zu  zeichnen.  Es  bleibt  noch  der  besondere 
Fall  zu  erledigen,  dafs  die  Geraden  s  und  .§,  aufeinander 
senkrecht  stehen.  Da  auch  die 
homologen  Strahlen  p  und  q  (Fig.  97) 
der  Involution  F^  aufeinander  senk- 
recht stehen,  so  bilden,  wenn  wir 
die  frühere  Bezeichnung  ^'^^^  bei- 
behalten, A  B  A^  B^  die  Ecken  eines 
Vierecks,    von  dem  zwei  Seiten  auf  /  ^^^IX   \ 

ihren  Gegenseiten   senkrecht  stehen;      ^. Z-rT^, \   . ^n^^/ 

es  ist  daher(ii-^)  auch  AB^  =  l  senk-       '         ^^     ^X 

recht  auf  .4^  ^  =  ^j ;  es  stehen  also 

je  zwei  Tangenten,  die  sich  in  einem 

Punkte   der  Kichtlinie  schneiden,  aufeinander  senkrecht. 

Kommt  j>   bei  seiner  Drehung  um  F  (vgl.  149)  in  die 
Lage   des  von  F  auf  .<  gefällten  Lotes,   so  wird  zugleich  'p 


Fig.  9- 
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parallel  s^  und  q  parallel  s;  die  Tang-ente  -4^  B  ist 
daher,  weil  A^  und  B  die  uneigentlichen  Punkte  von  s^ 
und  s  sind,  die  uneigentliche  Gerade,  unsere  Kurve 
also^^^^*)  eine  Parabel  (vgl.  145  Z).  —  Um  dies  Ergebnis 
in  Worte  kleiden  zu  können,  wollen  wir  den  Schnittpunkt 
zweier  Seiten  eines  Yierseits,  die  aufeinander  senkrecht 
stehen,  eine  rechtwinklige  Ecke  des  Vierseits  nennen  und 
entsprechend  einen  Diagonalpunkt,  in  dem  sich  zwei  auf- 
einander senkrecht  stehende  Diagonallinien  schneiden,  einen 
rechtwinkligen  Diagonalpunkt : 

Ein  Vierseit  mit  zwei  rechtwinkligen  Gegenecken 
hat  einen  rechtwinkligen  Diagonalpunkt.  Von  cW  durch 
die  Seiten  eines  solchen  Vierseits  bestimmten  Barabel^^^''^^ 
ist  der  rechtwinklige  Diagonalpunkt  der  Brennpunkt  und 
die  Verhindmigslinie  der  rechtwinkligen  Gegenecken  die 
Richtlinie. 
A  Anmerku7ig.     Man  kann  diesem  Satze  eine  andere  Form 

geben,  wenn  man  von  dem  Dreieck  A  A^  B  (Fig.  97)  aus- 
geht, in  weichem  die  beiden  Seiten  B  A  und  B  A^  und  ihre 
Höhen  unsere  Tangenten  ss^  Ll^  sind:  Zwei  Seiten  eines 
Dreiecks  und  ihre  Höhen  bestimmen  eine  Parabel,  von 
welcher  der  Fufspunkt  der  dritten  Höhe  der  Brennpunkt  ist, 
während  die  Fufspunkte  der  beiden  ersten  Höhen  in  der 
Richtlinie  liegen. 

151  151.-"^'  Parabelsätze.    Da  für  eine  Parabel  die  uneigent- 

liche Gerade  eine  Tangente  ist^^^Tj)^    ^^   folgt  aus  Nr.  1483: 
1.  Eine  Parabel   ist    durch   einen  Brennpunkt   und 
seine  Richtlinie  bestimmt. 

Bezeichnen  wir  den  Schnittpunkt  der  Richtlinie  /  und 
der  uneigentlichen  Gerade  0  durch  Y,  so  ist  die  zweite 
durch  Y  gehende  Tangente  (vgl.  I482)  der  von  0  durch  F 
und  /  harmonisch  getrennte  Strahl  t  des  Punktes  Y,  den 
wir  z.  B.  dadurch  erhalten  (-"^),  dafs  wir  durch  die  Mitte  A 
des  von  F  auf  /  gefällten  Lotes  F  F^  die  Parallele  zu  / 
ziehen.  Da  Y  der  Pol  von  F  F^  ist^^^^,)^  so  schneiden  die 
Ordnungsstrahlen  der  konjugierten  Involution  Y-  die  Gerade 
F  F^  in  zwei  Kurvenpunkten^^^«)  ^  ^hkJ  ^^^  die  zugleich  die 
ScheitePi43i)  sind,  weil  F  F^  die  Hauptachse  ist^^^^^).  Der 
Strahl  t  ist  also  die  Tangente  in  dem  Scheitel  A  der  Parabel; 
der  zweite  Scheitel  A^  ist,   als  Punkt  von  0,  der  uneigent- 
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liehe  Punkt  der  Hauptachse,    seine  Tangente    die   uneigent- 
liche Gerade. 

Aus  der  in  Nr.  148-^  gezeigten  Konstruktion  einer  Kurve 
wird  also  für  die  Parabel,  wenn  wir  s  und  s^  in  t  und  o 
fallen  lassen,  die  folgende: 

2.  Die  Tangenten  einer  durch  den  Brennpunkt  und 
die  (eigentliche)  Scheiteltangente  gegebenen  Parabel 
sind  die  Lote,  die  man  auf  den  Brennstrahlen  in  ihren 
Schnittpunkten  mit  der  Scheiteltangente  errichtet. 

Der  uneigentliche  Scheitel  A^  ist  der  PoK^^  ^2)  von  0, 
also  der  Mittelpunkt  (^^^^^  der  Parabel.  Da  ferner  der  Mittel- 
punkt und  der  uneigentliche  Punkt  der  Hauptachse  homologe 
Punkte  der  fokalen  Involution  sind  (^^^3)  und  diese  beiden 
Punkte  zusammenfallen,  so  ist  A^  ein  Ordnungspunkt  der 
fokalen  Involution,  d.  h.^^^^j  q[^  Brennpunkt: 

3.  Für  eine  Parabel  fallen  der  Mittelpunkt,  ein 
Brennpunkt  und  ein  Scheitel  in  den  uneigentlichen 
Punkt  der  Hauptachse. 

Schneidet  die  Tangente  des  Parabelpunktes  F  die  Achse 
in  Q^,  so  ist  die  Polare  von  Q^  das  von  F  auf  die  Haupt- 
achse gefällte  Lot  PQ^^*^*);  Q^  und  Q  sind  also  zwei  kon- 
jugierte Punkte  der  Hauptachse;  da  die  konjugierte  Involution 
der  Hauptachse  durch  die  beiden  Scheitel  als  Ordnungs- 
punkte bestimmt  ist,  so  ist  A  die  Mitte  der  {Subtangente 
genannten)  Strecke  Q  Q^ : 

4.  Jede  Subtangente  einer  Parabel  wird  durch  den 
Scheitel  halbiert. 

Da  Tangente  und  Normale  die  Hauptachse  in  homologen 
Punkten  Q^  und  N  der  fokalen  Involution  schneiden^^^^»)^  so 
wird,  weil  der  eine  Brennpunkt  der  Parabel  ein  uneigent- 
licher Punkt  ist,  die  Strecke  Q-^^  N  in  F  halbiert,  folglich 
Qi  F=  ,}  Qi  ^'i  vorher  fanden  wir  Q^A  =  ^Q^  Q,  also 
durch  Subtraktion:  A  F  =  ^  Q  N.  Die  Strecke  Q  N^  die 
Subnormcde  genannt  wird,  hat  also  den  konstanten  Wert 
2  AF.  Die  Gröfse  2  A  F  heifst  der  halbe  Farameter  der 
Parabel,  so  dafs  wir  haben: 

5.  Die  Subnormale  einer  Parabel  ist  gleich  dem 
halben  Parameter. 

Da  der  (eigentliche)  Scheitel  A  die  Mitte  von  F  F^  ist, 
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also  von  F  und  /  gleiche  Entfernungen  hat,  so  folgt  aus 
Nr.  1483: 

6.   Jeder  Parabelpunkt   hat   von  dem  (eigentlichen) 

Brennpunkt   und   der    (eigentlichen)  Richtlinie   gleiche 

Entfernungen. 

152  152.*    Der  Hauptkreis  der  Parabel.     Verbinden  wir 

zwei  Punkte  .1  und  A^  mit  den  homologen  Punkten  E  und 
E^  der  zirkulären  Punktinvolution,  so  liegen  die  Schnitt- 
punkte der  Strahlen  Ä{E)  und  Ä^  (E^)  in  einem  Kreise  mit 
dem  Durchmesser  ^  .^/-'^i  ^- i-^^ii).  Fällt  der  Punkt  ^4^  in  die 
uneigentliche  Gerade,  so  ist  der  Strahl  .4,  (E^\  so  lange  E^ 
nicht  in  Ä^  fällt,  die  uneigentliche  Gerade;  fällt  aber  E  in 
den  dem  Punkte  A^  homologen  Punkt  der  zirkulären  In- 
volution, E^  also  in  .4^,  so  ist  jeder  Strahl  von  A^  als 
Verbindungslinie  A^  (E^)  zu  betrachten,  mithin  jeder  Punkt 
von  Ä{E)  als  Schnittpunkt  homologer  Strahlen: 

1.  Fällt  der  Punkt  A^  in  die  uneigentliche  Gerade, 
so  zerfällt  der  Kreis,  der  A  A^  zum  Durchmesser  hat, 
in  die  uneigentliche  Gerade  und  das  in  A  auf  A  A^ 
errichtete  Lot. 

Aus  dieser  Bemerkung  ergiebt  sich^^"^^»); 

2.  Für  eine  Parabel  zerfällt  der  Hauptkreis^^^*^*)  in 
die  uneigentliche  Gerade  und  die  Scheiteltangente. 

Nun  wissen  wir^^'''-^),  dafs  die  Fufspunkte  der  vom  Brenn- 
punkte auf  die  Tangente  gefällten  Lote  im  Hauptkreise 
liegen;  für  die  Parabel  müssen  sie  also  in  der  uneigentiichen 
Gerade  und  in  der  Scheiteltangente  liegen.  Fällen  wir  aber 
von  einem  eigentlichen  Punkte  auf  eine  eigentliche  Gerade 
das  Lot,  so  kann  der  Fufspunkt  kein  uneigentlicher  Punkt 
sein,  weil  Tangente  und  Lot  die  uneigentliche  Gerade  in  zwei 
homologen  Punkten  der  zirkulären  Involution  schneiden^''^*' 
und  von  dieser  elliptischen^^ ^''^')  Involution  nicht  zwei  Punkte 
zusammenfallen.  Jede  eigentliche  Gerade  ist  aber  ein  Lot 
der  uneigentlichen  Gerade^'^^.,)  Die  Fufspunkte  der  vom 
Brennpunkt  auf  die  eigentlichen  Parabeltangenten  gefällten 
Lote  liegen  daher  in  der  Scheiteltangente  und  die  Fufspunkte 
der  vom  Brennpunkt  auf  die  uneigentliche  Gerade  gefällten 
Lote  in  der  uneigentlichen  Gerade : 

3.  Die   Fufspunkte   der   vom  Brennpunkt   auf  die 
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(eig-entliehen)   Parabeltangenten   gefällten  Lote   liegen 
in  der  Scheiteltangente. 

Anrnerhmg.  Wir  haben  gezeigt,  dafs  der  letzte  Satz  a 
aus  einem  allgemeinen  als  besonderer  Fall  abgeleitet  werden 
kann.  Kürzer  wäre  es  gewesen,  ihn  direkt  aus  der  Parabel- 
konstruktion(^öo)  abzuleiten:  er  ergiebt  sich  daraus,  dafs  s 
und  s^  die  von  T(F)  und  /  gebildeten  Winkel  (Fig.  97) 
halbieren. 

153.*  Krümmung-skreis.  Die  Steinersche  Parabei^^^'^^^)  103 
lieferte  uns  die  fokalen  Involutionen;  diese  zeigten  uns  ein 
ganz  neues  Bild  der  Kurve,  indem  sie  uns  zu  den  Brenn- 
punkten und  Richtlinien  führten  und  den  Zusammenhang 
zwischen  der  Kurve  und  ihrem  Hauptkreise  aufdeckten. 
Die  fokalen  Involutionen  sind  aber  nicht  die  einzige  Er- 
weiterung unserer  Kenntnisse,  die  wir  dieser  Entdeckung 
Steiners  verdanken ;  die  Steinersche  Parabel  führt  uns  auch 
noch  zu  dem  Begriff  des  Krümmungskreises. 

Wir  haben  gefunden^^^is)^  dafs  dem  parabolischen 
Büschel,  welches  einem  Kurvenpunkte  zugeordnet  ist,  Tan- 
gente und  Normale  dieses  Kurvenpunktes  als  Strahlen  an- 
gehören. Diese  Strahlen,  die  wir  durch  t  und  71  bezeichnen 
wollen,  berühren  die  Steinersche  Parabel  in  zwei  Punkten 
N  und  K,  deren  Bedeutung  für  die  Kurve  wir  aufsuchen 
wollen. 

Da  die  Polare  eines  Kurvenpunktes  S  seine  Tangente 
jgt(S6z,)^  so  wissen  wir^^^Os)^  (jafs  die  den  Strahlen  a  von  S 
konjugierten  Lote  a^  die  Geraden  sind,  welche  die  homologen 
Punkte  A^  und  Aj  der  in  t  und  0  liegenden  projektiven 
Punktreihen  verbinden.  Dem  Schnittpunkt  o(t)  ist  in  der 
zirkulären  Punktinvolution,  weil  t  senkrecht  auf  n  steht,  der 
Punkt  o{n)  homolog.  Fällt  daher  a  in  n,  d.  h.  A  in  o{n) 
und  Aj  in  o{t),  so  fällt  ^1^,  der  Pol  des  in  die  Normale 
fallenden  Strahles  a,  in  den  Punkt  von  t,  welcher  dem 
Schnittpunkt  0  t  der  beiden  Träger  in  der  Punktreihe  von  t 
homolog  ist,  d.  i.(^5)  in  den  Punkt  N,  in  dem  t  die  Steiner- 
sche Parabel  berührt: 

1.  Jede  Kurventangente  berührt  die  ihrem  Berührungs- 
punkte zugeordnete  Steinersche  Parabel  im  Pol  der 
Normale.  — 
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Die  Bedeutung  des  Punktes  A^,  in  dem  die  Normale  n 
die  Steinersehe  Parabel  berührt,  finden  wir  durch  eine  Be- 
weisart, von  der  wir  bisher  noch  keinen  Gebrauch  g-emacht 
haben,  die  aber  sonst  vielfach,  auch  in  der  Geometrie  der 
Lage,  benutzt  wird:  die  Betrachtung  des  Schnittpunktes 
zweier  unendlich  nahen  Geraden  (der  dual  gegenübersteht 
die  Betrachtung  der  Verbindungslinie  zweier  unendlich  nahen 
Punkte). 

Ist  5  ein  Punkt  einer  Kurve  ä:^,  *S^  ein  zweiter  und  T 
der  Schnittpunkt  der  Tangenten  in  S  und  aS^,  so  ergiebt 
sich,  wenn  wir  für  den  Punkt  T  die  Steinersche  Parabel 
zeichnen,  dafs  zu  ihren  Strahlen  auch  die  Normalen  in  S 
und  S^  gehören;  denn  dem  Strahl  T[S)  entspricht  als  kon- 
jugiertes Lot  die  Normale  in  S  und  ebenso  dem  Strahle 
T(*Sj)  die  Normale  in  S^.  Lassen  wir  den  Punkt  >S  sich 
dem  Punkte  S^  unbegrenzt  nähern,  so  dafs  T[S)  und  T{S^ 
zwei  auf  einander  folgende  Strahlen  des  geraden  Büschels 
T  werden,  so  w^erden  die  beiden  Normalen  zwei  auf  einander 
folgende  Parabeltangenten;  ihr  Schnittpunkt  fällt  also,  wenn 
S^  (mithin  auch  T)  in  8  fällt,  in  den  Punkt,  in  dem  die 
Normale  in  S  die  zu  S  gehörende  Steinersche  Parabel  be- 
rührt. — 

Der  Sclmittpunkt  K  zweier  unendlich  nahen  Normalen 
hat  für  das  Zeichnen  einer  Kurve  grofse  Bedeutung.  Ziehen 
wir  nämlich  um  K  mit  dem  Halbmesser  KS  einen  Kreis, 
so  hat  dieser  mit  der  Kurve  in  zw^ei  unendlich  nahen 
Punkten  die  Tangenten  gemeinsam;  er  nähert  sich  also  der 
Kurve  in  der  Nähe  des  Punktes  S  mehr  als  irgend  ein 
anderer  Kreis.  Einen  solchen  Kreis  nennt  man  Krümrmmgs- 
kreis  und  seinen  Mittelpunkt  Krümmungsmittelpimkt: 

2.  Die  einem  Kurvenpunkte  zugeordnete  Steinersche 
Parabel  berührt  die  Normale  des  Kurvenpunktes  im 
Krümmungsmittelp>unkt, 

Für  einen  Punkt  der  Achse  zerfällt  die  Steinersche 
Parabel  in  zwei  gerade  StrahlenbüscheK^^^«);  der  Mittelpunkt 
des  einen  ist  der  dem  Punkte  in  der  fokalen  Involution 
homologe.     Daraus  ergiebt  sich: 

3.  Der  einem  Scheitel  der  Kurve  zugeordnete 
Krümmungsmittelpunkt  ist  der  dem  Scheitel  in  der 
fokalen  Involution  homologe  Punkt. 
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4.  Konstruktion   des  Krümmungsmittelpunktes.     Sind    uns 
von    einer  Kurve    die  Achsen   und   für  den  Kurvenpunkt  S 
(Fig.  98)   die  Tangente  t  und  die  Normale   n   bekannt,    so 
können  wir  die  dem  Punkte  5  zugeordnete 
Steinersehe  Parabel  ^^^^^^   und   damit  den 
Kriimmungskreis  zeichnen.  Werden  näm- 
lich die  Achsen  von  t  in  B  und  C,  von 
n  in  B^  und  C^  gesclmitten,    so  ist  der 
Schnittpunkt  F'  von  B  C,  und  B^  C  der 
Brennpunkt     der    Steinerschen    Parabel 
und  6'  ein  Punkt  der  Eichtlinie^^°^^ ;  das 
in  F'  auf  aS  F'  errichtete  Lot   schneidet 
daher  die  Normale  n  in  dem  Krümmungs- 
mittelpunkte K(^^^*K 

5.  Dieser  Konstruktion  soll  noch  eine  Bemerkung  an- 
gefügt v^erden,  von  der  wir  später^^^'^)  Gebrauch  zu  machen 
haben.  Weil  (Fig.  98)  als  Peripheriewinkel  z.SF'C=SC^C 
und  CF'O^CBO  ist,  so  ist  Z.SF'  0=1R,  wenn 
z.  S  C^  C=  C B  0  =  ^  R  ist.  Der  Krümmungsmittelpunkt 
K  liegt  daher  in  der  Verbindungslinie  F'O,  wenn  die  Tan- 
gente mit  den  beiden  Achsen  gleiche  Winkel  bildet. 

154.*  Erste  Kurvenkonstruktion  dupchKrümmung-s- 154 
kreise.  Das  Ergebnis  der  vorigen  Nummer  setzt  uns  in 
den  Stand,  eine  bessere  Zeichnung  einer  Kurve  zu  geben, 
als  es  uns  bis  jetzt  möglich  war.  Unser  bisheriges  Ver- 
fahren bestand  darin,  dafs  wdr  eine  Anzahl  von  Punkten 
konstruierten  und  dann  die  fehlenden  durch  Schätzung  ein- 
fügten. Dies  Eintragen  der  fehlenden  Punkte  nun  läfst  sich 
mit  Hülfe  der  Krümmungskreise  genauer  ausführen,  als  es 
durch  blofses  Schätzen  möglich  ist. 

Gehen  wir  von  der  Aufgabe  aus:  Durch  fünf  Punkte 
eine  Kurve  zu  legen,  so  ist  der  Gang  der  Lösung  folgender. 
—  Wir  zeichnendes  ^)  den  Schnittpunkt  der  Tangenten  in  zwei 
Kurvenpunkten,  konstruieren^^'^  ^^)  den  Mittelpunkt  und  dann^^^^^ 
die  Achsen  der  Kurve;  mit  Hülfe  der  Achsen  und  der  Tan- 
gente und  Normale  eines  Kurvenpunktes  S  läfst  sich  dann 
der  Krümmungskreis  für  aS  zeichnen'^  ^^*\  —  Statt  diese 
Konstruktionen,  die  sich  an  einer  Figur  doch  nicht  über- 
sichtlich w^ürden  darstellen  lassen,  hier  noch  einmal  im 
einzelnen  durchzuführen,  wollen  wir  von  solchen  gegebenen 
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Stücken  ausgehen,  die  uns  die  Achsen  unmittelbar  ergeben. 
Wir  lösen  noch  einmaF^^^)  die 

Aufgabe:  Eine  Kurve  aus  den  beiden  Brennpunkten 
und  einer  Tangente  zu  zeichnen. 

Schneidet  die  gegebene  Tangente  t  (Fig.  99)  die  Haupt- 
achse in  B^  so  erhalten  wir  die  Normale  n  ihres  Berührungs- 
punktes 5(^^^»),  indem  wir  auf  t  das  Lot  n  fällen  aus  dem 
Punkte  5p    der    von  B   durch   die   Brennpunkte  F  und  G 

V 


Fig.  99. 


harmonisch  getrennt  ist. 
Wird   das   Mittellot  von 

F6r,  die  Nebenachse^i^H 
von  t  in  C  und  von  n  in 
C^  geschnitten,  so  ist^^^^*) 
der  Schnittpunkt  F'  von 
BC^  und  5,  C  der  Brenn- 
punkt der  dem  Punkt  S 
zugeordneten  Steiner- 
schen  Parabel  und  der 
Punkt  X,  in  dem  das  in 
F'  auf  SF'  errichtete 
Lot  die  Normale  schneidet,  der  Krümmungsmittelpunkt.  — 
Fällen  wir  von  dem  Brennpunkt  F  auf  die  Tangente  t  das 
(in  der  Figur  nicht  gezeichnete)  Lot  FII^  so  ist  der  um  die 
Mitte  0  von  F  G  mit  0  H  geschlagene  Kreis  der  Haupt- 
kreis^^^^),  durch  den  wir  die  Scheitel  A  und  A^  der  Haupt- 
achse erhalten.  Zeichnen  wir  noch  den  von  A  durch  F 
und  G  harmonisch  getrennten  Punkt  A',  so  ist  dies  der  dem 
Scheitel  A  zugeordnete  Krümmungsmittelpunkt^*^^^'^ 
A  Anmerkung.     Die  Figur  ist  allein  mit  Hülfe  der  beiden 

Krümmungskreise  um  K  und  A'  gezeichnet.  —  Es  ist  vor- 
teilhaft den  Kreis  über  dem  Durchmesser  C  (7,  zu  zeichnen ; 
er  geht  durch  S  und  durch  J^(i*2j  und  kann  (siehe  Fig.  99) 
zur  Konstruktion  des  Krümmungsmittelpunktes  A'  benutzt 
werden^^^^)^ 

155  155.*  Krümmung-skreise  der  ParabeL  Die  vorher- 
gehende^^^^^  Konstruktion  wird  besonders  einfach,  wenn  der 
eine  Brennpunkt  ein  uneigentlicher  Punkt,  also^'^'*  ^>  die  Kurve 
eine  Parabel  ist.  Für  eine  Parabel  ist  der  Mittelpunkt  0 
ein  uneigentlicher  Punkt (i-'«^,  die  Nebenachse  also  die  un- 
eigentliche  Gerade.     Die  Punkte  C  und  (7,   sind  daher  die 


Fig.  100. 
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uneigentlichen  Punkte   von  t  und  n,    und  B  C    ist  namllpl 

i::li''''r}V\'l'"''^  ^^^  also  die'EcLrdne 
Kechtecks,  so  dafs  F  die  Mitte  von 

SF'  ist.     Daraus  ergiebt  sich  die 
folgende 

Konstruktion  der  Parabel:  Schnei- 
det dieg-egebeneTang-ente  die  Haupt- 
achse in  B  (Fig.  100),  so  schlagen 
wir  um  den  Brennpunkt  F  mit 
FB  einen  Kreis,  der  die  Tangente 
m  S,  die  Hauptachse  in  B^  und 
die  Verbindungslinie  i^^S  in  i^' 
zum  zweiten  Male  schneidet:  das 
m  F'  auf  FS  errichtete  Lot  trifft 
die  Normale  S  B^  im  Krümmungs- 
mittelpunkt K. 

156.*  Zweite  Kurvenkonstruktion  durch  Krüm- 15« 
mungskrelse.  In  Nr.  148  sahen  wir,  wie  sich  aus  zwei 
langenten  s  und  s^  und  dem  Brennpunkte  F  eine  Kurve 
zeichnen  läfst  Indem  wir  jetzt  von  dem  besondern  Falle 
ausgehen,  dafs  der  Schnittpunkt  T  der  Tangenten  s  und  s 
ein  uneigenthcher  Punkt  ist,  geben  wir  eine  zweite  Kurven- 
konstruktion  durch   Krümmungskreise.     Das  in  F  auf  TF 

t  w!f  ^^(ue''^  Tl'.^'.'  ^i^  Tangenten  in  zwei  Kurvenpunkten 
schneideta^S  steht  in  diesem  Fall  auch  senkrecht  auf  der 
(durch  T  gehenden)  Kichtlinie  und  ist  daherd*«.)  die  Haupt- 

^Ph!u  1  .  rj^^^f^'^r  Tangenten  liefern  uns  also  die 
bcheitel  A  und  ^^  der  Kurve.  Umgekehrt  können  wir  auch 
s  und  5,  als  bestimmt  ansehen  durch  die  Scheitel  A  und 
A  und  unsere  Aufgabe  demnach  so  fassen: 

Eine  Kurve  zu  zeichnen,  von  der  die  beiden  (Haupt-i^^^^)) 

Scheitel  und  ein  Punkt  ihrer  Verbindungslinie  als  Brenn- 

punkt  gegeben  sind, 

rrr.^  }^^  ^'  ^Tr  ^^^  B^eunpunkt  F  in  der  konjugierten  In- 
volution der  Hauptachse  homologe  Punkt,  so  gehen  durch 
Ihn  zwei  Tangenten,  die  von  dem  im  Brennpunkt  F  auf 
üer  Hauptachse   errichteten  Lot  in  zwei  Kurvenpunkten a*^.) 

i'rfH'!fF\'^''1?-  /^^  ^'^'^  Bemerkung  und  die  weitere, 
dais  die  Fufspunkte  der  vom  Brennpunkte  auf  die  Tangenten 
gelallten  Lote  im  Hauptkreis  liegen^i^^),  stützt  sich  die  folgende 
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Konstruktion:  Wir  zeichnen  den  Hauptkreis  der  durch 
die  Scheitel  Ä  A^  und  den  Brennpunkt  F  (Fig.  101)  ge- 
gebenen Kurve  und  bezeichnen  die  Punkte,  in  denen  er  das 
Mittellot  von  A  A^ ,  die  Nebenachse,  schneidet,  durch  C  und 
C^.  Den  Brennpunkt  F  projizieren  wir  aus  6\  auf  den 
Hauptkreis  und  verbinden  den  erhaltenen  Punkt  D  mit  C, 
Diese  Verbindungslinie  CD  ist,  weil  sie  durch  den  dem 
Brennpunkt  F  konjugierten  Punkt  F^  geht^^^«  '^"^  ^^^s)  und 
senkrecht  auf  FD  steht,  eine  Tangente  der  Kurve (i*^),  die 
von  dem  im  Brennpunkt  F  auf  der  Hauptachse  errichteten 
Lot  in  ihrem  Berührungspunkte  S  geschnitten  wird.  Tan- 
gente und  Normale   von   aS   liefern    uns    den    zugeordneten 
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Fig.  101. 

Krümmungskreis (^^^*\  —  Zu  bemerken  ist  noch:  Die  Nor- 
male in  aS  schneidet  die  Nebenachse  in  einem  Punkte  E^  der 
dem  Punkte  C  in  der  fokalen  Involution  der  Nebenachse 
homolog  ist^^"*^").  Das  von  E  auf  A  C  gefällte  Lot  schneidet 
daher  die  Hauptachse  in  dem  Punkte  A',  der  dem  Scheitel  A 
in  der  fokalen  Involution  homolog  ist;  daraus  folgt,  weil 
0  A=  0  C  ist,  dafs  auch  0  A'  =  0  E  ist.  Man  erhält  also 
den  Krümmungsmittelpunkt  des  Scheitels ,  indem  man  0  A' 
==  0^  macht.  —  Liegt  F  siui  A  A^,  F^  also(24x)  auf  ^r.4j, 
so  ist  die  Kurve  eine  Ellipse  (^*'«)  und  das  im  Brennpunkt 
auf  der  Hauptachse  errichtete  Lot  schneidet  auch  den  Haupt- 
kreis^i*^).  Nennen  wir  den  einen  Schnittpunkt  S',  so  ist  nach 
dem  Pythagoras  i^AS'2  =  a2  — e2^  also  gleich  ^>2(U6,).  ^ir 
kennen  mithin  auch  die  Punkte  B  und  B^,  in  denen  die 
Nebenachse  die  Kurve  schneidet. 
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Anmerkung.  Da  die  im  Text  erwähnten  Krümmungs-  a 
kreise  zur  Zeichnung-  der  Figur  101  nicht  ausreichen,  so 
müfste  eigentlich  zwischen  A  und  S  noch  ein  Kurvenpunkt 
eingeschaltet  und  auch  für  diesen  der  Krümmungskreis  ge- 
zeichnet werden.  Infolge  der  Fehler  aber,  die  beim  Zeichnen 
unvermeidlich  sind,  erhält  man  eine  ebenso  gute  Figur,  wenn 
man  den  letzten  Krümmungskreis  durch  Schätzung  einträgt. 

157.*  Zweite^i**)  Konstruktion  der  Ellipse  aus  157 
ihren  beiden  Achsen.  Die  letzte  Bemerkung  der  vorigen 
Nummer  zeigte,  dafs  wir  aus  AA^  und  F  die  Länge  OB 
der  Nebenachse  zeichnen  konnten,  wenn  F  auf  A  A^  liegt, 
die  Kurve  also  eine  Ellipse  ist.  Umgekehrt  ergiebt  sich' 
dafs  uns  eine  Kurve  durch  A  A^  und  B  gegeben  ist.  Da 
sich  in  diesem  Falle  eine  besonders  einfache  Konstruktion 
für  einzelne  Krümmungskreise  ergiebt,  so  mag  hier  noch 
folgen  die  Lösung  der 

Aufgabe:    Ei7ie  Ellipse   aus   ihren    beiden  Achsen    zu 
zeichnen. 

Schneiden  sich  die  Lote,  welche  wir  in  A  (Fig.  102) 
auf  der  Hauptachse  und  in  B  auf  der  Nebenachse  errichten, 
in  B,  so  ist  i>,  als  Schnittpunkt  der  Tangenten  in  A  und 
B,  der  Pol  von  ^^^^tzj.  (J^s  von  B  mi  AB  gefällte  Lot 
ist  daher  das  der  Gerade  AB  konjugierte  und  schneidet 
mithin(i4i*)  die  Achsen  in  zwei  Punkten  A'  und  B',  die  den 
Scheiteln  A  und  B  in  den  fokalen  Involutionen  homolog 
sind,  d.  i.(i533)  jn  ^en  den  Scheiteln  zugeordneten  Krümmungs- 
mittelpunkten. —  Bezeichnen  wir  den  Fufspunkt  des  von  D 
auf  A  B  gerillten  Lotes  durch  P,  so  ergiebt  sich,  wenn  wir 
0  A  =  a  und  0  B  =  b  setzen,  nach  einem  planimetrischen 
Satze  aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck  ABB: 

PA  =  b^:V^^~+y'  und  FB=a^~:Va^+b\ 
Machen  wir  OQ  =  FB  und  errichten  in  Q  auf  der  Haupt- 
achse das  Lot,  so  ist  die  Potenz  der  konjugierten  Involution 
dieses  Lotes  für  den  Hauptkreis (i^s«)  c?^  52 :  a- +  ^^  Folg- 
lich(i43,)  finden  wir  die  Potenz  z/^  der  der  Kurve  konjugierten 
Involution  dieses  Lotes  aus 

es  ist  also  y  =  F  A.    Wir  erhalten  demnach  einen  Kurven- 
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punkt  S,  wenn  wir  P  B  und  P  A  als  Abszisse  und  Ordinate 
benutzen,  d.  h.  Q  S  =^  P  A  auf  dem  in  Q  errichteten  Lote 
abtragen.  —  Nennen  wir  noch  den  nicht  gezeichneten  Schnitt- 
punkt dieses  Lotes  mit  dem  Hauptkreis  .S',  so  wissen  wir^^^^»)^ 
dafs  die  Tangente  des  Ellipsenpunktes  ^S  die  Hauptachse  in 
demselben  Punkte  Qi  schneidet,  wie  die  Tangente  des  Kreis- 
punktes S\  Es  ist  also  Q  Q,=  Q  S''"-.  0  Q,  folglich  Q  Q, 
=  Q  S^  P A.  Die  Normale  des  Kurvenpunktes  S  schneidet 
also  die  Hauptachse  in  einem  Punkte  N,  so  dafs  NQ=QS 
=  PA  ist.  —  Konstruieren  wir  (^^3*)  aus  Tangente  und 
Normale  und  den  beiden  Achsen  den  Brennpunkt  F'  der 
Steinerschen  Parabel,  so  liegt^^^^'*),  weil  z.  S  F'  0  ein  Rechter 
ist,  der  Krümmungsmittelpunkt  K  in  F'  0.  Da  noch  zS  0  Q 
=  QOF'  ist(ii2s)^  go  schneidet  0 F'  das  Lot  Q^S  in  einem 
Punkte  S^  so,  dafs  Q  die  Mitte  von  S  S^  ist.  —  Aus  diesen 
Bemerkungen  ergiebt  sich  die  folgende 


Konstruktion:  Wir  errrichten  in  dem  Scheitel  A  (Fig.  102) 
der  Hauptachse  und  in  dem  Scheitel  B  der  Nebenachse  die 
Lote  und  tällen  von  ihrem  Schnittpunkte  D  das  Lot  auf 
A B,  welches  AB  m  P  und  die  Achsen  in  A'  und  B',  den 
zu  A  und  B  gehörigen  Krümmungsmittelpunkten,  schneidet. 
Wir  machen  0  Q  =  PB  und  schlagen  um  Q  mit  PA  einen 
Kreis,  der  die  Hauptachse  in  N  und  das  in  Q  auf  der 
Hauptachse  errichtete  Lot  in  den  Kurvenpunkten  S  und  S^ 
schneidet;  die  Verbindungslinie  SN  schneidet  dann  OS^  in 
dem  dem  Punkte  S  zugeordneten  Krümmungsmittelpunkte  K. 


Zweiter  Teil. 

Das  Polarfeld. 


§  13.   Die  resultierende  Involution. 

158.  Art  der  Beweisführung-.  Durch  den  Satz(50),  dafs  lös 
die  Punkte  einer  Kurve  aus  zwei  beliebigen  unter  ihnen 
durch  zwei  projektive  Strahlenbüschel  projiziert  werden, 
kamen  wir  zum  Begriff  projektiver  krummer  Punktreihen^'i). 
Indem  wir  zwei  in  derselben  Kurve  liegende  projektive 
Punktreihen  betrachteten,  in  denen  zwei  Punkte  einander 
zweifach  entsprechen,  kamen  wir  zum  Begriff  der  krummen 
Punkt-  und  Strahleninvolution  C^^)^  (J^p^Jj  ^^^^^  ^um  Begriff 
der  Involutionsachse^^^)  und  des  Involutionszentrums^^^),  durch 
diese  zu  den  Begriffen  Pol  und  Polare^^*),  durch  diese  zum 
Begriff  der  konjugierten  Punkte  (92).  Jetzt  wollen  wir,  in 
umgekehrter  Kichtung  uns  bewegend,  von  dem  Begriff  der 
konjugierten  Punkte  ausgehen  und  mit  Hülfe  der  Polaren- 
theorie Sätze  über  Involutionen  und  Projektivitäten  beweisen. 

Da  es  sich  demnach  um  eine  Anwendung  der  Sätze  über 
Pol  und  Polare  handelt,  so  werden  wir  im  folgenden  keine 
neuen  Beweismittel  kennen  lernen.  Dadurch  aber,  dafs  wir 
die  so  gewonnenen  Sätze  von  dem  Begriff  der  konjugierten 
Punkte  loslösen  können,  gelangen  wir  zu  Involutions-  und 
Projektivitätssätzen  von  grofser  Fruchtbarkeit;  sie  erst  er- 
möglichen, die  Geometrie  der  Lage  in  allgemein  gültigen  Sätzen 
darzustellen. 

Anmerkung.    Die  folgenden  Sätze  (sowie  solche  des  §  14  a 
und  des  §  18)  hat  Herr  H.  Wiener  in  seiner  Abhandlung: 
Rein    geometrische    Theorie    der    Darstellung    binärer    Formen 
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durch  Pimktgruppen  auf  der   Geraden,  Darmstadt  1885,  ohne 
Hülfe  der  Polarentheorie  bewiesen. 

159         159.  Resultierende  Involution. 

1.  Definition:  Von  zwei  krummen  Punktinvolutionen, 
die  in  derselben  Kurve  liegen^  keifst  die  eine  eine  resul- 
tierende der  andern^  ivenn  die  Zentren  konjugierte  Punkte 


<>]. 


Um  eine  kurze  Ausdrucksweise  zu  ermöglichen,  bezeich- 
nen wir  im  folgenden  eine  krumme  Punktinvolution,  deren 
Zentrum  der  Punkt  P  ist^^^)^  ^^rch  [P]. 

2.  Sind   B  und  B^  irgend   zwei   homologe   Punkte 
einer  krummen  Involution  [Q]  und  B  B  und  B^  B,  zwei 
Paar  homologe  Punkte  der  resultierenden  Involution  \P] 
so  sind  B  und  B^  wieder  zwei  homologe  Punkte  von 
Beweis:  Die  vier  Punkte  ^B^^B^  bilden  ein  Kurven- 
viereck,   von    dem    zwei   Seiten  B  B    und  B^  B^    nach    der 
Voraussetzung    durch    das    Zentrum   P   der    Involution   [P] 
gehen,    während    die    dritte    Seite    B  B^    durch    den    dem 
Punkte   P  konjugierten  Punkt  Q   geht;    es    geht   daher (^'^i> 
die  Gegenseite  B  B^  dieser  dritten  Seite  ebenfalls  durch  Q; 
B  und  B^  sind   also    zwei   homologe  Punkte    der  krummen 
Involution  |Q](82). 

160  160.  Übertragrung-  auf  beliebige  Involutionen.  Um 
diesen  Satz^^^^)  auf  beliebige  Involutionen  zu  tibertragen, 
müssen  wir  die  Definition  der  resultierenden  Involution  von 
dem  Begriff  der  konjugierten  Punkte  loslösen.  Das  erreichen 
wir  durch  die  für  zwei  beliebige  in  demselben  Träger 
liegende  Involutionen  P"^  und  Q-  gültige 

1.  Definition:  Von  zwei  Involutionen  P-  und  Q^  keifst 
die  eine  eine  resultierende  der  ander n^  wenn  zwei  komologen 
Elementen  von  Q-  in  P-  zwei  Elemente  komolog  sind,  die 
einander  wieder  in  Q-  komolog  sind. 

In  Zeichen :  Wenn  P^  =  ^  A  .  ^^  A^  und  Q^  =  ^  ^^  .  A  A^ 
ist,  so  heifst  von  den  beiden  Involutionen  P-  und  Q-  die 
eine  eine  resultierende  der  andern.  — 

2.  Lehrsatz:  Sind  B  und  B^  zwei  beliebige  homo- 
loge Elemente  der  Involution  Q-  und  B  B  und  B^  B^ 
zwei  Paar  homologe  Elemente  einer  resultierenden  In- 
volution P-,  so  sind  B  und  B^  einander  homolog  in  Q^. 
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In  Zeichen :  Aus  P- =  A  A  .  A^A^  .  BS  .  B^  B^  und 
Q'' =  AA^  .  AA^.  B  B^  folgt,  dafs  B  und  B,  einander 
homolog  sind  in  Q-. 

Beweis:  Wir  zeigen  die  Richtigkeit  des  Satzes  zunächst 
für  krumme  Punktinvolutionen.  —  Betrachten  wir  das  Kurven- 
yiereck  A  A^  A  A,  (Fig.  103),  so  ist,  weil  P-  =  AA.A^  A,  ist, 
der  Schnittpunkt  P  der  Gegenseiten  A  A  und  A^  A^  das 
Zentrum  der  Involution  P-  und,  weil  Q^  =  ^  ^^ .  A  A^  ist, 
der  Schnittpunkt  Q  der  Gegenseiten  A  A^  und  AA^  das 
Zentrum  der  Involution  Q-.  P  und  Q  sind  aber  als  Diagonal- 
punkte   eines    Kurvenvierecks 

konj  ugierte    Punkte  (^^^^ ; 
daher  (^^^2)   sind  B  und  Bj   ein- 
ander homolog  in  Q-. 

Um  die  Richtigkeit  unsers 
Satzes  z.  B.  für  zwei  gerade 
Strahleninvolutionen  mit  dem 
Mittelpunkte  aS  darzuthun,  legen 
wir  durch  aS  eine  beliebige 
Kurve  V-.  Diese  wird  von  den 
beiden  in  S  gegebenen  In- 
volutionen in  zwei  krummen 
Involutionen  geschnitten.  Da  für  diese  krummen  Involutionen 
der  Satz  bewiesen  ist,  gilt  er  auch  für  die  in  ^S  gegebenen 
geraden  Strahleninvolutionen. 

Anmerkung.     Von  jetzt    an   werden   wir    unsere    Sätze  a 
nur  für  krumme  Punktinvolutionen  beweisen   und   sie   dann 
gleich  als  gültig  für  alle  Involutionen  aussprechen. 

161.  Ordnung-selemente.  Da  einem  Punkte  P  jeder  lei 
Punkt  Q  seiner  Polare  p  konjugiert  ist,  so  giebt  es  zu 
einer  Involution  [P]  unendlich  viele  resultierende  [Q\.  Ist 
P  ein  hyperbolischer  Punkt,  gehen  also^^^^^)  durch  P  zwei 
Tangenten,  die  die  Kurve  in  K  und  K^  berühren,  so  sind 
K  undi^j  die  Ordnungspunkte  der  krummen  Involution  [P]^^^  ^^^ 
und  K  K^  ist  die  Polare  von  P(86z,)  j)ag  Zentrum  Q  jeder 
resultierenden  Involution  liegt  daher,  weil  Q  und  P  kon- 
jugierte Punkte  sind,  mit  K  und  K^  in  einer  Gerade ;  K  und 
K^  sind  also  homologe  Punkte  von  [Q\. 

1.  Die  Ordnungselemente  einer  Involution  sind  einander 
homolog  in  jeder  resultierenden  Involution. 
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Ist  auch  Q  ein  hyperbolischer  Punkt,  so  dafs  von  ihm 
die  beiden  Tangenten  Q  {L  L^)  an  die  Kurve  gehen,  so 
bilden,  weil  K  K^  durch  Q  geht,  die  Ordnungselemente 
KK^.LL^  einen  harmonischen  Wurf^^^^): 

2.  Die  Ordnungselemente  einer  Involution  werden  durch 
die  Ordnungselemente  jeder  resultierenden  Involution  har- 
monisch getrennt. 

Ist  [P]  eine  elliptische  Involution,  P  also  (i^ß^)  ein  ellip- 
tischer Punkt,  so  ist  jeder  Punkt  Q  der  Polare  p  ein  hyper- 
bolischer Punkt  (10^): 

3.  Hat  eine  Involution  keine  Ordnungselemente,  so  hat 
jede  resultierende  Involution   Ordnungselemente. 

162  162.  Konstruktion  der  resultierenden  Involution. 
Sind  Q  und  R  zwei  beliebige  Punkte,  also  [Q]  und  [^J 
zwei  beliebige  Involutionen,  so  giebt  es  immer  eine  In- 
volution [P],  die  eine  resultierende  sowohl  von  [Q]  als  von 
[P\  ist.  Es  ist  das  die  Involution,  deren  Zentrum  P  der 
Pol  der  Verbindungslinie  Q  R  ist.  —  Es  genügt  aber  nicht 
zu  wissen,  dafs  es  zu  zwei  Involutionen  immer  eine  gemein- 
same resultierende  giebt;  wir  müssen  auch  die  resultierende 
aus  den  beiden  komponierenden  zeichnen  können.  Dazu 
müssen  wir  die  eben  angestellte  Betrachtung,  durch  welche 
sich  P  als  der  Pol  von  QR  ergab,  von  dem  Begriffe  Pol 
und  Polare  loslösen. 

1.  Aufgabe:  Zu  zwei  Involutionen  die  gemeinsayne 
residtierende  zu  zeichnen. 

Lösung:  Entspricht  dem  beliebigen  Elemente  Ä  in  der 
ersten  gegebenen  Involution  Q-  das  Element  A^  und  diesem 
in  der  zweiten  gegebenen  Involution  R'^  das  Element  A^^-^ 
entspricht  ferner  dem  Element  A  in  R'^  das  Element  Ä^ 
und  diesem  in  Q^  das  Element  ^«i?  ^^  ordnen  wir  dem 
Elemente  .4  das  von  A  durch  ^,2"^^^  A^^  harmonisch  ge- 
trennte Element  A  zu. 

Beweis:  Wir  haben  zu  zeigen,  dafs  die  durch  unsere 
Konstruktion  einander  zugeordneten  Elemente  A  und  A  eine 
Involution  bilden  und  dafs  diese  Involution  eine  resultierende 
sowohl  der  Involution  Q-  wie  der  Involution  R-  ist.  — 
Diesen  Nachweis  führen  wir  wieder  ^^^o  a)  f^^.  y^^^i  krumme 
Involutionen    [Q]    und    [R\.      Da    nach    der    Konstraktion 
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A  A^  .  ^2  ^21  (^'^^'  104)  Pimktpaare  von  [Q]  sind,  so 
schneiden  sich  die  Verbindungslinien  A  A^  und  A^  A^^  in 
Q]  ebenso  schneiden  sieh  AA,^  und  A^A^^  in  Ä    Aus  dem 


Sahemsi  A  A^  A^^  A^^  A^  A  geht  dann  hervor  ^^5),  dafs  die 
Tangente  in  A  die  Gerade  Q  -ß  in  demselben  Punkte  *S 
schneidet  wie  die  Verbindungslinie  A^^  A^^.  Der  Punkt  S 
bestimmt  also  in  der  Kurve  eine  hyperbolische  Involution, 
von  der  A  ein  Ordnungspunkt  und  A^^  A^^  zwei  homologe 
Punkte  sind.  Der  zweite  Ordnungspunkt  dieser  krummen 
Involution  [*SJ  ist  der  von  A 
durch  A^^  und  A^^  harmo- 
nisch getrennte  Punkt (^'^»l 
Das  ist  nach  unserer  Kon- 
struktion der  Punkt  A.  Die 
Verbindungslinie  A  A  ist  da- 
her die  Polare  von  S  ^^^  ^i), 
und  diese  geht,  weil  S  in 
Q  R  liegt,  durch  den  Pol 
P  von  Q  R  Das  durch  ^ 
unsere  Konstruktion  gewon- 
nene Punktpaar  A  A  ist  mithin  ein  Punktpaar  der  krummen 
Involution  [P],  und  diese  ist,  weil  F  der  Pol  von  QE  ist, 
eine  resultierende  sowohl  von  der  Involution  [Q]  wie  von 
der  Involution  [R^^'^^^l 

Zusatz,  Um  die  Involutionen  Q-  und  R-  kurz  bezeichnen  z 
zu  können,  wollen  wir  sie  komponierende  der  Involution  P- 
nennen. 

163.  Ordnung-selemente  der  resultierenden  Invo-  iß» 
lution.  Wenn  eine  der  beiden  komponierenden  ^^^^  ^^  In- 
volutionen elliptisch  ist,  so  ist  die  resultierende  P*^  hyper- 
bolisch^^^'s).  Es  bleibt  also  noch  die  Frage  nach  den  Ordnungs- 
elementen der  resultierenden  Involution  zu  erledigen  für  den 
Fall,  dafs  beide  komponierende  hyperbolisch  sind.  —  Sind 
Q  und  R  die  Zentren  der  beiden  komponierenden  krummen 
Involutionen,  so  handelt  es  sich,  weil  das  Zentrum  der 
resultierenden  Involution  der  Pol  P  von  QR  ist,  darum, 
zu  wissen,  unter  welchen  Umständen  die  Verbindungslinie 
QR  die  Kurve  schneidet.  Diese  Frage  ist  in  Nr.  108  er- 
ledigt. Aus  dieser  Nummer  ergiebt  sich,  dafs  QR  die 
Kurve  nicht  schneidet,  also  P  ein  elliptischer  Punkt  ist^^*^^«), 
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wenn  die  Ordnimgselemente  von  [Q\  und  \R]  einander 
trennen;  trennen  sie  sich  nicht,  so  ist  F  ein  hyperbolischer 
Punkt. 

Lehrsatz:  Die  resultierende  Involution  hat  nur  dann 
keine  Ordnungselemente,  wenn  die  beiden  komponieren- 
den Ordnung-selemente  haben  und  diese  einander  trennen. 

164.  Staudtscher  Satz.  Wir  unterbrechen  in  dieser 
Nummer  die  Betrachtung  der  resultierenden  Involution,  um 
den  Satz  zu  beweisen,  auf  dem  v.  Staudt^^^  die  projektive 
Verwandtschaft  aufgebaut  hat.  —  Wir  wissen (^^^2)^  dafs  die 
Ordnungselemente  einer  Involution  durch  die  Ordnungs- 
elemente jeder  resultierenden  Involution  harmonisch  getrennt 
werden.  Bezeichnen  wir  also  die  Ordnungselemente  der  In- 
volutionen F%  Q-,  R-  durch  E F,  AB,  CD,  so  heifst  der 
vorhergehende  Satz^^*^^)^  losgelöst  vom  Begriff  der  resul- 
tierenden Involution: 

1.  Ist  Aß.  CD  ein  hyperbolischer  Wurf,  so  giebt 
es  ein  Punktpaar  E  F,  welches  gleichzeitig  A  B  und 
CD  harmonisch  trennt. 

Um  mit  Hülfe  dieses  Satzes  die  Umkehrung  von  Nr.  30^ 
zu  beweisen,  führen  wir  für  den  Augenblick  das  Wort  har- 
monische  Verwandtschaft  ein  durch  die 

2.  Definition:  Zwei  einförmige  Grundgebilde  heifsen 
harmonisch  verwandt,  wenn  je  vier  harmonischen 
Elementen  des  einen  vier  harmonische  des  andern 
entsprechen. 

Wir  führen  unsern  Beweis  für  zwei  harmonisch  ver- 
wandte Punktreihen  .^  und  s^ .  Wählen  wir  in  s  vier  be- 
liebige Punkte,  so  lassen  sich  aus  diesen  drei  Würfe 
bilden  ^'oj^  yq^  denen  zwei  hyperbolisch  sind  und  einer 
elliptisch.  Bezeichnen  wir  die  vier  Punkte  der  Reihe  nach 
durch  AB  CD,  so  sind  AB.  CD  und  AD.BC  die 
hyperbolischen  Würfe,  während  A  C.BF)  elliptisch  ist.  Es 
giebt  daher  zwei  Punkte  E  und  F,  welche  gleichzeitig  A  B 
und  CD  harmonisch  trennen,  und  zwei  Punkte  G  und  H^ 
welche  gleichzeitig  A  D  und  B  C  harmonisch  trennen.  Nach 
der  Definition  müssen  daher  die  entsprechenden  Punkte  E^ 
und  F^  gleichzeitig  die  Punktpaare  A^  B^  und  C,  D^ ,  und 
G^  und  H^  gleichzeitig  die  Punktpaare  A^  D^  und  B^  C^ 
harmonisch     trennen.      Folglich     sind     A^  B^  .  C^  D^     und 
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A^  D^  .  B^  Cj    hyperbolische   Würfe,    A^  C^ .  B^  D^    also    ein 
elliptischer  Wurf.     Unser  erstes  Ergebnis  ist  also: 

3.  In  zwei  harmonisch  verwandten  Grundgebilden 
entspricht  jedem  Wurf  ein  gleichnamiger  Wurf 

Hieraus  folgt: 

4.  Wenn  ein  Punkt  X  die  Punktreihe  s  im  Sinne 
ABC  durchläuft,  so  mufs  der  entsprechende  Punkt 
Xj  die  Punktreihe  s^    im  Sinne  A^  B^  C^  durchlaufen. 

Es  gelten  also  für  harmonisch  verwandte  Grundgebilde 
dieselben  Sätze,  die  wir  in  Nr.  32  benutzt  haben,  um  zu 
beweisen,  dafs  zwei  projektive  Grundgebilde  zusammenfallen, 
wenn  sie  drei  Elemente  entsprechend  gemein  haben.  Eine 
Wiederholung  jenes  Beweises  ergiebt  daher: 

5.  Wenn  zwei  harmonisch  verwandte  Grundgebilde 
drei  Elemente  entsprechend  gemein  haben,  so  haben 
sie  jedes  Element  entsprechend  gemein.  — 

Schneiden  wir  die  Träger  s  und  s^  zweier  harmonisch 
verwandten  Punktreihen  durch  eine  beliebige  Gerade  o  in 
B  und  C^  (vergl.  Nr.  35  und  Fig.  29),  verbinden  B  mit  B^ 
und  C,  mit  C  und  bezeichnen  die  Punkte,  in  denen  die 
Verbindungslinie  irgend  zweier  entsprechenden  Punkte  A 
und  A^  von  a,  B  B^  und  C  C^  geschnitten  wird,  durch  A, 
aSj  und  /S,  so  erhalten  wir  in  o  zwei  harmonisch  verwandte 
Punktreihen,  wenn  wir  die  Punktreihe  s  aus  S  und  die 
Punktreihe  s^  aus  S^  auf  a  projizieren.  Die  beiden  in  o 
gewonnenen  Punktreihen,  die  harmonisch  verwandt  sind, 
haben  die  drei  Punkte  kB  C^  und  daher  jeden  Punkt  ent- 
sprechend gemein;  es  lassen  sich  also  s  und  8^  als  die 
Endglieder  einer  Kette  von  Perspektiven  Gliedern  auffassen; 
daher(30i): 

6.  Zwei  einförmige  Grunclgehilde  sind  projektiv,  wenn 
je  vier  harmonischen  Elementen  des  einen  vier  harmonische 
Elemente  des  andern  entsprechen. 

Zusatz.    Da    in   zwei   kongruenten   Grundgebilden   vier  z 
harmonischen   Elementen    vier    harmonische    Elemente    ent- 
sprechen, so  folgt  aus  dem  eben  bewiesenen  Satze: 

Kongruente  Grundgebilde  sind  projektiv, 
ein  Satz,    den   wir  früherf^^^ii)   nur   durch  die  Geometrie  des 
Mafses  beweisen  konnten. 
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165  165.  Kennzeichen  für  drei  komponierende  Involu- 
tionen. Weil  die  aus  zwei  Involutionen  |Q]  und  \R]  resul- 
tierende [P]  den  Pol  P  von  QR  als  Zentrum  hat^^^-),  so 
ergeben  je  zwei  von  den  drei  Involutionen  [Q]  [R]  [S]  die- 
selbe resultierende,  wenn  ihre  Zentren  Q  R  S  in  einer 
Gerade  liegen.  Um  diesen  Satz  auf  beliebige  Involutionen 
übertragen  zu  können,  müssen  wir  die  Bedingung,  dafs  die 
Zentren  Q  R  S  in  einer  Gerade  liegen,  in  eine  andere  Form 
bringen.  —  Sind  in  [Q]  [R]  [S]  dem  Punkte  A  die  Punkte 
^j  A^  ^3  und  dem  Punkte  B  die  Punkte  B^  B^  B.^  homolog, 
so  ist  A  B^B^B^y^BA^A^A^  die  notwendige  und  hin- 
reichende Bedingung  dafür,  dafs  die  drei  Zentren  Q  R  S  in 
einer  Gerade  liegen;  denn  projiziert  msLU  AB^B^B^  aus  5 
und  BA^A^A„  aus  -1,  so  erhält  man  zwei  projektive 
Strahlenbüschel^"'^),  in  welchen  dem  Strahle  B  {A)  der  Strahl 
A{B)  entspricht,  so  dafs  die  Schnittpunkte  je  zweier  homo- 
logen Strahlen,  d.  h.  die  Involutionszentren,  in  einer  Gerade 
liegen(3^). 

Lehrsatz:  Wenn  in  den  Involutionen  Q~  R- S-  den 
Elementen  A  und  B  die  Elemente  A^  A^  A^  und 
B^  B^  B.^  homolog  sind,  so  ist  A  B^  B^  B.,  '/\  B  A^  A^  A.^ 
die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür, 
dafs  die  drei  Involutionen  komponierende  einer  und 
derselben  resultierenden  Involution  sind. 

166  166.  Gesamtheit  der  komponierenden  Involutionen. 

Soll  eine  Involution  [Q]  eine  komponierende  der  Involution 
[P]  sein,  so  mufs  ihr  Zentrum  Q  in  der  Polare  j'*  von  P 
liegen^^^^i);  soll  in  ihr  aufserdem  dem  Punkte  A  der  Punkt 
A^  homolog  sein,  so  mufs  Q  in  der  Verbindungslinie  A  A^ 
liegen.  Q  ist  also  bestimmt  als  Schnittpunkt  von  p  und 
AA^. 

1.  Lehrsatz:  Eine  Involution  ist  bestimmt  durch  ein 
Elementenpaar  und  eine  resultierende  Involution. 

In  Zeichen:  Entsprechen  den  Elementen  A  und  A^  in 
der  resultierenden  Involution  P"^  die  Elemente  A  und  A^,  so 
ist  die  durch  das  Elementenpaar  A  A^  und  die  resultierende 
Involution  P-  bestimmte  Involution  .1  A^  .  A  A^^^^^«).  — 

Wenn  der  Punkt  Q  die  Polare  p  von  P  durchläuft,  so 
liefert  Q  als  Involutionszentrum  sämtliche  Involutionen  [Q], 
welche  komponierende  von  [P]  sind.    Ist  G  ein  fester  Punkt 
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der  Kurve  k-  und  G^  der  Punkt,  in  dem  die  Verbindungs- 
linie G  Q  die  Kurve  zum  zweiten  Male  schneidet,  so  durch- 
läuft G-^^,  wenn  Q  die  Polare  p  durchläuft,  die  Kurve  k^. 
Wir  erhalten  daher  sämtliche  komponierende  Punktreihen 
von  [F],  wenn  wir  irgend  einem  festen  Punkt  G  der  Reihe 
nach  alle  Pmikte  G^  zuordnen  und  die  durch  die  Punkt- 
paare G  (tj    und  [F]  bestimmten  Involutionen  konstruieren; 

2.  Lehrsatz:  Man  erhält  die  sämtlichen  kompo- 
nierenden einer  Involution  P-,  wenn  man  irgend  einem 
festen  Elemente  G  der  Keihe  nach  sämtliche  Elemente 
(tj  als  homologe  zuweist  und  die  durch  diese  Zu- 
weisungen bestimmten  Involutionen  konstruiert.  — 
Wenn  F-  hyperbolisch  ist,  so  giebt  es  unter  den 
komponierenden  zwei  parabolische:  diejenigen,  für 
welche  G^  mit  einem  Ordnungselement  zusammen- 
fällt(82.).  _ 

Ist  B  ein  zweiter  fester  Punkt  und  H^  der  zweite 
Schnittpunkt  von  II{Q)  und  k'^,  so  beschreiben,  während  Q 
die  Polare  p  durchläuft,  G{Q)  und  H{Q)  zwei  zu  p  Per- 
spektive Strahlenbüschel,  die  Punkte  G^  und  H-^  also  zwei 
projektive  Punktreihen^'^^): 

3.  JJie  Elemente  G-^  und  H^,  icelche  zwei  festen  Ele- 
menten G  lind  H  in  den  komponierenden  einer  Involution 
P-  homolog  sind^  sind  projektiv  auf  einander  bezogen, 
wenn  man  die  Elemente  G^  und  H^  einander  zuordnet, 
die  den  festen  Elementen  in  derselben  komponier endeii 
homolog  sind.  — 

Sind  G  und  H  zwei  homologe  Elemente  von  P^,  so 
sind  die  Elemente  G^  und  H^,  welche  ihnen  in  der  kom- 
ponierenden Involution  Q-  homolog  sind,  wieder  zwei 
homologe  Elemente  von  P-Ci^V); 

4.  Die  Elemente  G^  wid  H^^,  welche  zwei  homologen 
Elementen  Gr  und  H  von  P-  in  irgend  einer  komponierenden 
von  P^  homolog  sind,  sind  Elementenpaare  der  Involution  P^. 

Als  besondere  Fälle  sind  noch  hervorzuheben: 

5.  Fällt  G^  in  H,  so  fällt  H^  m  G;  fällt  G^  in 
G,  so  fällt  H^  in  II 

167.  Drei  Involutionen.    Sind  ^  A  ^^  A^  vier  beliebige  le? 
Punkte  einer  Kurve  k-,  so  ist  der  Schnittpunkt  P  (Fig.  105) 
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von  A  A  und  A^  A,  konjugiert  dem  Schnittpunkt  Q  von 
AA^  und  AA^^^^s);  die  Involution  A  A^  .  A  A^  ist  daher  eine 
komponierende  der  Involution  ^1  A  .  ^^  A^^^^^').  Dasselbe  gilt 
von  der  Involution  ^4  A^ .  ^1^  A. 

1.  Von  den  drei  Involutionen  .1 A  .  .1^  Aj ;  A  A^  .  A  A^ ; 
AAj^.A^A  sind  je  zwei  komponierende  der  dritten.  — 

Sind  je  zwei  von  drei  krummen  Involutionen  [P]  [Q]  [R] 
komponierende  der  dritten,  so  sind  die 
Zentren  die  Ecken  eines  Poldreiecks*^^^^!). 
Ist  also  A  (Fig.  105)  ein  beliebiger 
Punkt  von  k\  dem  in  [P]  [Q]  [P]  die 
drei  Punkte  A^^A,  homolog  sind,  so 
bilden  A  A  .4^  A^  die  Ecken  eines  Kurven- 
vierecks, von  dem  P  Q  R  die  Diagonal- 
punkte sind^^^i).  Die  drei  Involutionen 
sind  also  [P]  =  ^  A  .  ^,  A, ;  [Q]  =  A  A^ 
Fig.  105.  .AA^;  [P]  =  JLAj  ..4,  A: 

2.  Wenn  in  drei  Involutionen,  von  denen  je  zwei 
komponierende  der  dritten  sind,  einem  Elemente  A  die 
Elemente  AJ^A^  homolog  sind,  so  sind  die  drei  In- 
volutionen: A  A  .  ^^  Aj,  ;  ^  ^^  .  A  A^ ;  ^  A^  .  ^^  A. 

3.  Wenn  von  drei  Involutionen  je  zwei  komponierende 
der  dritten  sind,  so  sind  zwei  dieser  Involutionen 
hyperbolisch;  die  dritte  ist  elliptisch^^^*). 

168  168.  Die  konjugierten  Involutionen  der  Strahlen 
eines  Punktes.  Projizieren  wir  die  konjugierte  Involution 
irgend  einer  Gerade  p  aus  einem  beliebigen  Kurvenpunkte 
S,  so  schneidet  die  in  S  gewonnene  Strahleninvolution  die 
Kurve  in  einer  krummen  Punktinvolution,  deren  Zentrum 
der  Pol  P  von  p  ist^^^»).  Ist  nun  A  irgend  ein  Punkt  von 
p,  also  dem  Punkte  P  konjugiert^^^j^  so  jgt  die  durch  das 
Zentrum  P  induzierte  krumme  Punktinvolution  eine  kompo- 
nierende^i^^  ^>  (oder,  was  dasselbe  ist,  eine  resultierende)  der 
durch  das  Involutionszentrum  A  bestimmten^^'^'-^^).  Dreht  sich 
der  Strahl  p  um  A^  so  beschreibt  der  Pol  P  von  p  die 
Polare  a  von  ^(^o^).  es  ergiebt  sich  daher,  dafs  die  konju- 
gierten Involutionen  sämtlicher  Strahlen  p  von  A  aus  S 
durch  komponierende  Strahleninvolutionen  projiziert  werden 
und   dafs   die   resultierende   aus  diesen  komponierenden  In- 
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volutionen  die  durch  das  Involutionszentriim  Ä  bestimmte 
ist.  Diese  resultierende  wird  aber  aus  S  durch  eine  In- 
volution projiziert,  die  perspektiv  zu  der  konjugierten  In- 
volution der  Polare  a  von  A  liegt^^^*). 


Lehrsatz:  Die  konjugierten 
Strahleninvolutionen  der 
Punkte  P  einer  Gerade  a 
schneiden  jede  Kurventan- 
gente s  in  komponierenden 
Punktinvolutionen.  Die  resul- 
tierende aus  diesen  kompo- 
nierenden ist  diejenige,  welche 
die  konjugierte  Strahlenin- 
volution des  Poles  A  von  a 
in  s  ausschneidet.  —  Sie 
bestimmt  daher  eine  krumme 

Strahleninvolution ,     deren 
Achse  die  Gerade  a  ist. 


Lehrsatz:  Die  konjugierten 
Punktinvolutionen  der  Strah- 
len p  eines  Punktes  A  werden 
aus  jedem  Kurvenpunkte  S 
durch  komponierende  Strah- 
leninvolutionen projiziert.  Die 
resultierende  aus  diesen  kom- 
ponierenden ist  diejenige, 
welche  die  konjugierte  Punkt- 
involution der  Polare  a  von 
^  in  »S  erzeugt.  —  Sie 
schneidet  daher^^^^^  die  Kurve 
in  einer  krummen  Punktin- 
volution, deren  Zentrum  der 
Punkt  A  ist. 

Zusatz.  Hat  die  konjugierte  Involution  irgend  eines  z 
Strahles  p  von  A  die  Ordnungspunkte  K  und  K^ ,  mit  andern 
Worten(^^2)  schneidet  p  die  Kurve  in  den  Punkten  K  und 
K^,  so  sind  S{K)  und  S{K^)  homologe  Strahlen  der  resul- 
tierenden Involution  von  S^^^^^K  S{K)  und  S{K^)  schneiden 
also  nach  unserm  Satze  die  Polare  a  von  A  in  konjugierten 
Punkten.  Daraus  erkennen  wir,  dafs  unser  Satz  eine  Ver- 
allgemeinerung von  Nr.  98^  ist.  Für  den  Fall,  dafs  A  ein 
hyperbolischer  Punkt  ist,  wufste  dieser  Satz  nichts  aus- 
zusagen über  die  Strahlen,  die  die  Kurve  nicht  schneiden ; 
erst  der  Begriff  der  komponierenden  Involution  vermag  diese 
Lücke  auszufüllen.  Um  für  den  Satz  einen  kürzern  Aus- 
druck zu  gewinnen,  führen  wir  die  adjungierte  Involution  ein 
durch  die 

1.  Definition:     Jede    resultierende    einer    konjugierten 
Involution  heifst  der  Kurve  adjungiert. 

Es  schneidet  also  die  Strahleninvolution,  welche  die 
konjugierte  Involution  der  Gerade  a  aus  5  projiziert,  irgend 
einen  Strahl  p  des  Poles  A  von  a,  das  ist  irgend  eine  der 
Gerade  a  konjugierte  ^^^i)  Gerade,  in  einer  adjungierten  In- 
volution : 
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2.  Die  Strahleninvolution, 
durch  welche  die  konjugierte 
Punktinvolution  einer  belie- 
bigen Gerade  a  aus  irgend 
einem  Kurvenpunkte  projiziert 
wird,  schneidet  jede  der  Ge- 
rade a  konjugierte  Gerade  in 
einer  der  Kurve  adjungierten 
Involution. 


2.  Die  Punktinvolution,  in 
welcher  die  konjugierte  Strah- 
leninvolution eines  beliebigen 
Punktes  A  irgend  eine  Tan- 
gente schneidet,  wird  aus 
jedem  dem  Punkte  A  kon- 
jugierten Punkte  durch  eine 
der  Kurve  adjungierte  Invo- 
lution projiziert. 


169         169.  Verallg-emeinerung'  des  Satzes  von  Desarg-ues. 

S  S^kE  (Fig.  106)  seien  die  Ecken  eines  beliebigen  Kurven- 
vierecks, p  eine  beliebige  Gerade  und  P  ihr  Pol.  Wir  be- 
zeichnen die  Punkte,  in  denen  p  von  den  Gegenseiten  aS  A 
und  aSj  B  geschnitten  wird,  durch  A  und  A^ ,  und  die  Punkte, 
in  denen  p   von   den  Gegenseiten  S  B  und  S^  A  geschnitten 

wird,    durch    B    und   B^. 
Schliefslich      mögen      die 

Verbindungslinien  S  A^ 
und  S  B^    von  der  Kurve 
zum   zweiten  Male   in    A^ 
und  Bj  geschnitten  werden. 
Es  bilden  dann  die  Kurven- 
punkte  *S  Aj^  A  aSj  B  B,    ein 
Sechseck,    aus    dem   her- 
^    vorgeht  <^^*^,    dafs  auch  die 
Verbindungslinien  A  A^  und 
B  Bj  sich  in  einem  Punkte  Q  von  p  schneiden.    Die  krumme 
Involution  AA,  .BBj,   von  der  Q  das  Zentrum  ist,    ist,  weil 
Q   in   der   Polare  j)    von    P   liegt,    eine    resultierende    der 
krummen   Involution,    die   durch    den   Pol  P  in    der  Kurve 
induziert  wird^^^^^^     Es  wird  daher  aus  dem  Kurvenpunkte  S 
die  krumme  Involution  [Q]  =  AA^.BB^   durch  eine  Strahlen- 
involution   projiziert,    die    eine    resultierende    ist    von    der 
Strahleninvolution,  durch  welche  die  krumme  Involution  [P] 
aus    S     projiziert     wird.      Diese     Strahleninvolution     aber 
schneidet  p   in    der  der  Kurve    konjugierten  Involution  von 
p(^ö*);  also  ist  die  Involution  A  A^  .  B  B^,  welche  durch  die 
Strahleninvolution  *S  (AA^.BBJ    in  p   ausgeschnitten   wird, 
eine   resultierende    der   konjugierten  Involution  von  p.     Da 
A  A^.  B  B^    die  Punkte   sind,   in   denen   zwei  Paar  Gegen- 
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Seiten  des  Kurvenviereeks  S  S^  AB  die  Gerade  p  schneiden, 
so  haben  wir: 


1 .  Die  Gegenseiten  eines  Kur- 
venviereeks schneiden  jede  Ge- 
rade in  einer  Punktinvolution, 
die  eine  resultierende  der  kon- 
jugierten Invohition  dieser  Ge- 
rade ist.  — 


1.  Die  Gegenecken  eines  Kur- 
venvierseits  iverden  aus  jedem 
Punkte  durch  eine  Strahlen- 
involution projiziert,  die  eine 
resultierende  der  ko7ijugierten 
Involution  dieses  Punktes  ist.  — 


Hat  die  konjugierte  Involution  der  Gerade  Ordnungs- 
punkte, d.  h.  schneidet  die  Kurve  die  Gerade,  so  sind  diese 
Schnittpunkte  einander  homolog-  in  der  resultierenden  In- 
volution (^^^i^  Es  ist  unser  Satz  also  eine  Verallgemeinerung 
des  Lehrsatzes  von  Desargues^^'^^^.  Die  allgemeinste  Form 
dieses  Satzes  wird  sich  uns  m  Nr.  IQig  ergeben.  — 

Mit  Hülfe  des  Begriffs  der  adjungierten  Involution (^^^^i) 
läfst  sich  unser  Satz  so  aussprechen: 


2.  Die  Gegenseiten  eines  Kur- 
venvierecks schneiden  jede  Ge- 
rade in  einer  der  Kurve  ad- 
jungierten  Punktinvolution . 


2.  Die  Gegenecken  eines  Kur- 
venvierseits  iverde^i  aus  jedem 
Punkte  durch  eine  der  Kurve 
adjungierte  Strahlen  involution 
projiziert. 

170.  Die  Hauptstrahleninvolution.  Zwei  Gegenseiten  no 
g-  und  A^  und  ihre  diagonale  Involution  ?/-n-3)  werden  aus 
einem  beliebigen  Punkte  S  durch  drei  Strahleninvolutionen 
projiziert.  Wir  wollen  beweisen,  dafs  diese  durch  zwei 
Gegenseiten  und  ihre  diagonale  Involution  in  einem  be- 
liebigen Punkte  S  induzierten  drei  Strahleninvolutionen 
komponierende  einer  und  derselben  resultierenden  sind. 
Sind  also  in  den  drei  Strahleninvolutionen  den  Strahlen  a 
und  b  die  Strahlen  a^  a^  a.^  unjd  b^  b^  b.^  homolog,  so  ist 
nachzuweisen(i6ö),  dafs  b  a,  a.^  %7\ab^  b^  b..  ist.  Schneidet  a 
die  drei  Träger  ghu  m  CVA  (Fig.  107),  so  liegen  die  drei 
den  Punkten  CV  A  in  ghu  homologen  Punkte  C^  T,  B  in 
einer  Gerade  a^^^^\  und  es  ist  der  (in  der  Figur  nicht  ge- 
zeichnete) Strahl  S  (Cj^a^,  S  (fj  =:  a^,  *S  (ß)  =  %- 
Sehneidet  ferner  ein  zweiter  Strahl  b  von  S  die  drei  Träger 
g  h  u  in  D  A  A^^  so  liegen  die  drei  den  Punkten  D  A  A^  in 
g  h  u  homologen  Punkte  i>,  A^  B^  in  einer  Gerade  /i,  und  es 
ist  Ä  (DJ  =  b^ ,  S  (AJ  =  b^,  S  (B^)  =  b..  Mit  Hülfe  von 
aa  b  ß  läfst  sich  noch  zu  einem  dritten  Strahl  c  von  S  der 
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zugeordnete  y  konstruieren.  Bezeichnen  wir  nämlich  die 
Schnittpunkte  {a  ß\  {ß  a),  {ab)  durch  FQR,  so  bilden  aa 
und  b  ß  zwei  Paar  Gegenseiten  des  Vierecks  S  P  Q  R.  Da 
aa  und  bß  die  drei  Träger  ghu  in  Paaren  homologer 
Punkte  schneiden,  so  mufs  auch  das  dritte  Paar  Gegenseiten 
SQ  =  G  und  P  R  =  y  die  drei  Träger  in  Paaren  homologer 
Punkte  schneiden ^^*^).  Nun  wissen  vvir^i^^^\  dafs  die  den 
Strahlen  von  S  zugeordneten  Geraden  einen  krummen 
Strahlenbtischel  bilden,  dem  auch  g  li  u  angehören.  Wir 
haben  demnach  von  diesem  Strahlenbüschel  die  sechs  Strahlen 
aßyghu.     Da  irgend  zwei  Strahlen  eines  krummen  Strahlen- 


3Ä 

Fig.  107. 

btischels  von  den  übrigen  in  zwei  projektiven  ^unktreihen 
geschnitten  werden  ^^"\  so  haben  wir  a  {y  g  hu)  /^  ß  {y  g  hu). 
Nach  der  Konstruktion  ist  /  die  Verbindungslinie  des  Punktes 
R  =  {b  a)  und  des  Punktes  P  =  (a  ß\  Die  Punkte  a  (y) 
und  ß  {y)  werden  daher  aus  S  durch  die  Strahlen  b  und  a 
projiziert.  Die  Punkte  a  (g  h  z/)  sind  C,  V^  B,  sie  werden 
daher  aus  S  durch  a^  a^  a^  projiziert;  ebenso  werden  die 
drei  Punkte  ß  (g  h  u)  oder  PJ^  A^  B^  aus  *S  durch  b^  b^  b. 
projiziert.  Aus  '  a{y  ghu)  7\  ß {ygh u)  ergiebt  sich  daher 
durch  Projektion  aus  S:  b  a^  a^  «3  A^^ihh- 

Lehrsatz:  Ziuei  Gegenseiten  j  Lehrsatz:  Zwei  Gegenecken 
und  ihre  diagonale  Involution  und  ihre  diagonale  Involution 
werden  aus  jedem  Punkte  durch  \  schneiden  jede   Gerade  in  drei 
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I 


§13.   Die  resultierende  Involution.    Nr.  170. 


19^ 


drei  komponierende  Strahlen- 
involutionen projiziert.  —  Die 
resultierende  aus  diesen  drei  In- 
volutionen soll  die  Hauptstrahlen- 
involution des  Punktes  genannt 
werden. 


komponierenden  Punktinvolu- 
tionen. —  Die  residtierende  aus 
diesen  drei  Involutionen  soll  die 
Hauptpunktinvolution  der  Ge- 
rade genannt  werden. 


Anmerkung.  Haben  g-  und  h^  die  Ordnungspunkte  K  K^  a 
und  L  L^  und  folglich  ^i^'^^)  u^  die  Ordnungspunkte  F  PF,  so 
ist,  weil  die  Ordnungselemente  der  komponierenden  Involution 
homologe  Elemente  der  resultierenden  sind^^^^i),  die  in  S 
resultierende  Involution  S  {K  K^ .  L  Lj^  .  V  W).  Die  Punkt- 
paare K K^  .  L L^ .  VW  sind  aber,  wie  wir  wissen (^^^3)^  die 
Gegenecken  eines  Vierseits.  Unser  Satz  ist  daher  eine  Ver- 
allgemeinerung von  Nr.  64  Z :  Die  drei  Paar  Gegenecken 
eines  Vierseits  werden  aus  jedem  Punkte  durch  drei  Strahlen- 
paare einer  Involution  projiziert. 

Zusatz.  Sind  (unter  Einführung  einer  neuen  Bezeichnung)  z 
a  und  h  zwei  homologe  Strahlen  der  Hauptstrahleninvolution 
von  E^  welche  ^  in  A  und  B  und  A  in  A  und  B  schneiden, 
so    sind   auch    die  Strahlen  von  E^ 
die  durch  die  homologen  Punkte  A^ 
und    B^    von    g'^    und    durch     die 
homologen   Punkte   A^   und  B^ 
Ä-  gehen,   einander  homolog  in 
Hauptinvolution  ^^(lee,)^     Diese 
merkung    wenden   wir   an   auf 
Strahl  E{U)   und   den   ihm    in 
homologen  Strahl,  der  g  h  und  u  in 
CV    und    A    (Fig.    108)    schneiden 
möge;    es    sind    dann    auch    E  {G) 
und^  ^(CJ,    E{H)    und    E{V^)    je 
zwei  homologe  Strahlen  der  Haupt- 
involution,   so    dafs   wir  haben  ^2  =  ^(f/C.  6^  Cj  . //rj. 
Bezeichnen   wir  noch  den  Punkt,    in  dem  h  von  E (C^)  ge- 
schnitten  wird,    durch  A^,   und    den  Punkt,    in    dem   g  von 
-E^  (r^)  geschnitten   wird,  durch  Z>^,  so  wissen  wir^^^«),  weil 
die  Strahlen  E{CC^r^)  den  durch  die  Ecken  des  Dreiecks 
U G  H  gehenden  Strahlen  E  {U  GH)  homolog  sind : 

1.  Die  drei  Punkte  A  D^  A^  liegen  in  einer  Gerade. 

Bezeichnen  wir  ferner  die  Punkte,  in  denen  die  Diagonale 
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u  von  den  Strahlen  E{C^)  und  E{V^)  geschnitten  wird,  durch 
6rj  und  flj,  so  ist  die  von  E-  in  u  ausgeschnittene  Punkt- 
involution G  G^.  H  H^.  Diese  mufs  nach  unserm  Satze  (^''*^) 
eine  resultierende  der  diagonalen  Involution  sein.  Da  nun 
G  und  H  zwei  homologe  Punkte  der  diagonalen  Involution 
sind (.1302)^  so  müssen  auch^^*^^*^*)  G^  und  H^  zwei  homologe 
Punkte  der  diagonalen  Involution  sein: 

2.  Die  Strahlen  E{C^)  und  E{r^\  die  den  Strahlen 
E{G)  und  E{H)  in  der  Hauptinvolution  E-  homolog 
sind,  schneiden  die  Diagonale  u  in  zwei  homologen 
Punkten  G^  und  H^   der  diagonalen  Involution; 


oder 


3.  Die  Hauptstrahleninvolution  von  E  schneidet  die 
Diagonale  in  einer  komponierenden  G  G^.  H H^  der 
diagonalen  Involution  GH,  G^  H^ . 


§  14.    Konjugierte  Projektivitäten. 

171  171.  Zwei  Kurven  in  doppelter  Berührung.  Ist  uns 
in  einer  Kurve  k-  die  krumme  Projektivität  »S  A  B . . .  /\aSj  A^  B^ . . . 
gegeben,  so  ist  durch  sie  die  Projektionsachse  p  als  Pascal- 
sche  Gerade  des  Kurvensechsecks  *S  A,  B  5^  A  B,  C'-^)  und  das 
Projektionszentrum  P  als  Brianchonscher  Punkt  des  zu- 
geordneten Kurvensechsseits  s  a^  ß s^  a  ß^^'^^^  bestimmt,  also 
die  Projektionsachse  als  Verbindungslinie  der 
Schnittpunkte  {S  A  J  {S^  A)  und  (B  S^)  (B,  S\ 

das   Projektionszentrum    als    Schnittpunkt   der  Ver- 
bindungslinien (s«j)  (Sj  d)  und  (/is,)  (ß^  s). 
Daraus  ergiebt  sich^^^  ^- ^ '^ : 

1.  Die  Projektionsachse  ist  die  Polare  des  Projektions- 
zentrums; 

oder  auch: 

2.  Die  Pascalsche  Gerade  eines  Kurvensechsecks  ist 
die  Polare  des  Brianchonschen  Punktes  des  zugeord- 
neten Sechsseits.  — 

Den  Schnittpunkt  von  S  Aj  und  6\  A,  der  in  der  Pro- 
jektionsachse 7)  liegt('3),  wollen  wir  durch  X;  den  Punkt,  in 
dem  sich  die  Verbindungslinien  homologer  Punkte  S  S^  und 
A  Aj  schneiden,  durch  1'  und  den  dritten  Diagonalpunkt  des 
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Kurvenvierecks  S  S^AA^  durch  Z  bezeichnen.  Halten  wir 
die  Punkte  8  und  S^  fest  und  lassen  X  sich  in  p  bewegen, 
so  beschreibt  die  Diagonallinie  cc  =  Y Z,  weil  sie  die  Polare 
von  X  ist^^^i),  einen  zu  X  projektiven  Strahlenbüschel^^*^^) 
und  der  Punkt  Y,  in  dem  A  A^  die  feste  Gerade  S  S^ 
schneidet,  eine  zu  X  projektive  Punktreihe. 

Gehen  wir  nicht  von  den  Punkten  S  und  aS^,  sondern 
von  irgend  zwei  andern  festen  homologen  Punkten  L  und 
Xj  der  gegebenen  krummen  Projektivität  aus,  so  dafs  sich 
L  Aj  und  Xj  A  in  einem  Punkte  X^  von  p  schneiden^'"),  so 
beschreibt  die  Diagonallinie  Y^Z^  des  Kurvenvier ecks 
LL^AA^  einen  zu  X^  projektiven  Strahlenbüschel  und  der 
Punkt  7^,  in  dem  A  A^  die  feste  Gerade  L  L^  schneidet,  be- 
schreibt eine  zu  A"^  projektive  Punktreihe.    Wir  haben  also: 

^i7\^\aA(A)(^^^Ä'S,(A)ä^ä  Y. 

Die  Verbindungslinie   Y  Y^^    das   ist   die    Gerade  A  A^,    be- 
schreibt daher  einen  krummen  Strahlenbüschel  ^^-(^2).  _ 

Es  läfst  sich  ferner  zeigen,  dafs  die  Gerade  x^  welche 
nach  der  Konstruktion  die  Polare  des  Punktes  X  für  die 
Kurve  ¥-  ist,  auch  für  den  krummen  Strahlenbüschel  ^^/^  ^^^ 
Polare  des  Punktes  A"  ist.  —  Weil  x  von  X  durch  die 
Gegenseiten  *S6\  und  AA^  des  Vierecks  SS^AA^  harmonisch 
getrennt  ist^-'t^),  so  ist  Y{X)  eine  der  Gerade  x  für  fn^^  kon- 
jugierte Gerade(92,)  Schneidet  L^  (X)  die  Kurve  zum  zweiten 
Male  in  B,  so  schneidet  L  ( A)  die  Kurve  zum  zweiten  Male 
im  homologen  Punkte  B/'S).  Von  dem  Kurvenviereck  iX^  B  B^ 
ist  A  der  eine  Diagonalpunkt;  bezeichnen  wir  die  beiden 
andern  durch  i;  und  Z^,  so  fallen(85)  Y^  und  Z^  in  die 
Polare  x  des  Punktes  XYür  k-]  der  Gerade  x  ist  daher(924) 
auch  y^  (A)  für  jii^^  konjugiert.  Folglich^»^«)  igt  X  der  Pol 
von  X  für  ^<j2  Da^  demnach  die  Polaren  x  der  Punkte  X 
von  p  für  k~  und  ^«^^  zusammenfallen,  so  haben  k-  und  /li^^ 
die  konjugierte  Punktinvolution  von  p  und  die  konjugierte 
Strahleninvolution  von  P  gemeinsam. 

3.   Die   Geraden^  welche  die  3.  Die  Punkte,  in  denen  sich 

homobgen  Punkte  einer  krummen  die  homologen  Tangenten  einer 

Projektivität  von  k^  verbinden,  krummen  Projektivität   von  k^ 

bilden  einen  krummen  Strahlen-  schneiden,    bilden  eine  krumme 

bäschel /Li^^.  Die  krumme  Punkt-  Punktreihe    n  2.      Die    beiden 
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reihe  k-  und  der  krumme 
Strahlenbüschel  ^^-  haben  die 
konjugierten  Involutionen  der 
Projektionsachse  und  des  Pro- 
jektionszentrums gemeinsam.  — 


krummen  Punktreihen  k-    und 
lij"  haben  die  konjugierten  In- 
volutionen   des    Projektions- 
zentrwns  und  der  Projektions- 
achse gemeinsam.  — 


Schneidet  die  Verbindungslinie  der  homologen  Punkte 
S  und  S^  die  Projektionsachse  p  in  E,  so  geht  die  Polare 
von  E  für  k-  nach  unserm  ersten  Satze  durch  das  Projektions- 
zentrum P  und(^^^)  den  Punkt  Ä\,  welcher  von  E  durch  *S 
und  S^  harmonisch  getrennt  ist.  Diese  Verbindungslinie 
P  E^  ist  auch  die  Polare  von  E  für  die  Kurve  i^i^  -,  und  da 
sie  durch  den  Pol  von  SS^^  das  ist^^"«)  durch  den  Berührungs- 
punkt von  5*Sj,  geht,  so  ist  E^  der  Berührungspunkt  von  SS^-. 


4.  Die  Punkte^  welche  von 
der  Projektionsachse  durch  die 
homologe7i  Punkte  der  Pro- 
jektivität  harmonisch  getrennt 
sind,  bilden  die  krumme  Punkt- 


reihe  m^^ 


4.  Die  Strahlen^  icelche  von 
dem  Projektionszentrum  durch 
die  hojnologen  Tangenten  der 
Projektivität  harmonisch  getrennt 
sind^  bilden  eine?!  krummen 
Strahlenbüschel  v^^.  — 


Da  der  Schnittpunkt  homologer  Tangenten  s  und  s^  der 
Pol  der  Verbindungslinie  homologer  Punkte  S  und  *S^  ist^*^"  ^^\ 
so  gehen  die  Kurven  ,a,  -  und  n^  -  {m^  -  und  v^  -)  durch  Polari- 
sation vermittelst  der  Kurve  k-^^^  ^^  auseinander  hervor. 
A  Anmerkung.     Hat    die    konjugierte    Involution    von    p 

Ordnungspunkte  und  folglich^^^c)  ^ig  konjugierte  Involution 
von  P  Ordnungsstrahlen,  so  haben  k'^  und  ju^^  zwei  Punkte 
und  ihre  Tangenten  gemeinsam^^^«).  Von  zwei  Kurven,  die 
einen  Punkt  und  seine  Tangente  gemeinsam  haben,  sagt 
man,  dafs  sie  sich  berühren,  k^  und  /li^^  (m^^)  sind  also  zwei 
Kurven  in  doppelter  Berührung. 

172         172.  Büschel  von  Kurven  In  doppelter  Berührung-. 

Weisen  wir  dem  Punkte  5  von  k^  nicht  den  Punkt  aS^, 
sondern  irgend  einen  andern  Punkt  S^  von  k-  als  homologen 
zu,  so  können  wir  eine  Projektivität  konstruieren,  für  die  p 
ebenfalls  die  Projektionsachse  ist.  Wir  haben  nur  einem 
beliebigen  Punkte  A  den  Punkt  A.2  zuzuordnen,  den  wir  er- 
halten, wenn  wir  den  Schnittpunkt  von  S^A  und  p  aus  «S 
auf  die  Kurve  projizieren.  Die  Verbindungslinien  der  homo- 
logen Punkte  A   und  A.^    bilden    einen   krummen   Strahlen- 


i 
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büschel  //o",  der  ebenfalls  mit  ¥  die  konjugierte  Involution 
von  p  und  P  gemeinsam  hat.  Jedem  weitern  Punkte  S^ 
entspricht  ein  neuer  Strahlenbüschel  (.i^-. 

1.  Die  Gesamtheit  dieser  krummen  Büschel  (,i^  nennt 
man  einen  Büschel  von  Kurven  ifi  doppelter  Berührung. 

2.  Ordnet  man  dem  Punkte  S  den  Punkt  *S'  zu,  der 
mit  S  und  P  in  einer  Gerade  liegt,  so  geht  die  Ver- 
bindungslinie homologer  Punkte  A  und  A'  durch  P(9'^i) 
und  aus  der  Projektivität  wird  eine  Involution;  der 
krumme  Büschel  ^t/^  zerfällt  in  den  geraden  Büschel  P. 

3.  Ordnet  man  dem  Punkte  S  den  Punkt  *S  selbst 
zu,  so  fällt  auch  jeder  andre  Punkt  A  mit  seinem 
homologen  zusammen;  die  Kurve  f.L^  ist  der  Tangenten- 
büschel von  F.  —  Die  Kurve  ^^,  von  der  wir  aus- 
gingen, ist  also  als  eine  Kurve  des  Büschels  zu  zählen. 

173.  Büschel  von  Projektivitäten.  Ist  uns  in  k^  i"» 
eine  krumme  Projektivität  gegeben,  so  können  wir^^*^)^  in. 
dem  wir  den  Punkt  S^  auf  ¥  sich  bewegen  lassen,  für  jede 
Lage  des  Punktes  S^  eine  krunmie  Projektivität  konstruieren, 
die  mit  der  gegebenen  die  Projektionsachse  (und  das  Pro- 
jektionszentrum) gemeinsam  hat. 

1.  Den  Inbegriff  der  krummen  Projektivitäten,  die 
die  Projektionsachse  gemeinsam  haben,  wollen  wir 
einen  Büschel  von  Projektivitäten  nennen.  —  Unter  den 
Projektivitäten  eines  Büschels  befindet  sich  eine  In- 
volution(^^-''\ 

Um  nun  unsere  Betrachtungen  auf  beliebige  Projektivi- 
täten übertragen  zu  können,  müssen  wir  sie  von  dem  Be- 
griffe der  Projektionsachse  befreien.  Dazu  gelangen  wir 
auf  folgendem  Wege. 

Jedes  Element  einer  Projektivität  ist,  weil  es  zum  ersten 

oder  zweiten  der  die  Projektivität  erzeugenden  Grundgebilde 

gerechnet    werden    kann,    als    ein    zweifaches    aufzufassen. 

jfc  Einem   beliebigen  Elemente  A   (Fig.  109)    entspricht   daher, 

■^wenn  wir  es  zum  ersten  Grundgebilde  rechnen,  ein  Element 

^Ia^  und,    wenn   wir   es   zum   zweiten  Grundgebilde  rechnen, 

ein  von  A^^  verschiedenes  Element  A^ ;  entspricht  aufserdem 

noch   dem   beliebigen  Elemente    B    als   Element  des   ersten 

Orundgebildes    das    Element    B^,    so    ist    die    Projektivität 
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durch  ABA.27\A^B^A  bestimmt  (^^'ä).     Nehmen    Avir  an,    dafs 
unsere  Projektivität  eine  krumme  Punktprojektivität  ist,    so 

ergiebt  sich  die  Pro- 
jektionsachse(^^^  aus  dem 
Schema: 


dieses   Schnittpunktes  (' 
Pr  oj  ektionszentrum^  ^  ^  ^  »^ 


AB,  A,  A^BA. 

Zeichnen     wir     nun     den 
von    A    durch    A^    und   A^ 

harmonisch  getrennten 
Punkt  .1,  so  gehen  die 
Tangenten  von  A  und  A 
durch  den  Punkt''*^*^,  in 
dem  die  Projektionsachse 
von  Aj  A.,  geschnitten  wird. 
Die  Verbindungslinie  A  A 
geht  daher  als  Polare 
^i)  durch  den  Pol  F  von  p,  das 
Daher(82) : 

2.  Zeichnen  wir  zu  jedem  Elemente  A  einer  Pro- 
jektivität das  von  ihm  durch  A^  und  A.^  harmonisch 
getrennte  Element  A,  so  sind  A  und  A  Elementenpaare 
einer  Involution.  Diese  Involution  soll  die  der  Pro- 
jektivität harmo7iisch  zugeordnete  Involution  heifsen.  Das 
Element  A  wollen  wir  kurz  das  dem  Elemente  A  har- 
monisch zugeordnete  nennen. 

3.  Definition:  Der  Inbegriff  der  Projektivitäten,  die 
die  harmonisch  zugeordnete  Involution  gemeinsam  haben, 
heifst  ein  Büschel  von  Projektivitäteii.  — 

Zum  Punkte  A  (Fig.  109)  finden  wir  den  homologen 
Punkt  ^1^  der  Projektivität,  indem  wir  den  Punkt,  in  dem 
Aj  A  die  Projektionsachse  schneidet,  mit  A  verbinden  und 
den  zweiten  Schnittpunkt  dieser  Verbindungslinie  mit  der 
Kurve  bestimmen^^^^.    Da  A^  J^  durch  F  geht^^^i>,  so  haben  wdr: 

4.  Sind  A  und  k-^  zwei  homologe  Elemente  einer  Fro- 
jektivität  und  A  und  Aj  die  ihnen  harmojiisch  zugeoixlneten, 
ao  ist  in  der  Projektivität  dem  Elemente  A  das  Element 
Aj  homolog.  — 

Mit  Hülfe  dieses  Satzes  läfst  sich  beweisen: 
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5.  Eine  Projektivität  ist  bestimmt^  wenn  ein  Elementen- 
paar A  A^  imd  die  harmonisch  zugeordnete  Involution  ge- 
geben ist. 

Konstruktion  der  Projektivität:  Da  die  harmonisch  zu- 
geordnete Involution  gegeben  ist,  so  sind  die  den  Elementen 
A  und  A^  harmonisch  zugeordneten  Elemente  A  und  A^ 
bekannt;  sie  bilden,  wie  wir  eben  gesehen  haben,  ein  zweites 
Elementenpaar  der  Projektivität.  Konstruieren  wir  noch  das 
von  A^  durch  A  und  A  harmonisch  getrennte  Element  A^, 
so  ist  diesem  das  Element  A  homolog,  so  dafs  die  Pro- 
jektivität bestimmt  ist  durch  A  A  A.-,  7\  A^  ^4^  A.  — 

6.  Wir  erhalten  sämtliche  Projektivitäten  eines 
Büschels,  wenn  wir  einem  festen  Elemente  A  der  Keihe 
nach  sämtliche  Elemente  A^  zuordnen.  Fällt  A^  in  das 
Element  A,  welches  dem  Elemente  A  in  der  harmonisch 
zugeordneten  Involution  homolog  ist,  so  fällt  die  Pro- 
jektivität mit  der  harmonisch  zugeordneten  Involution 
zusammen. 

174.  Konjug-iepte  Projektivitäten.  i74 


1.  Definition:  Projizieren 
wir  die  Kurvenpunkte  A  aus 
irgend  zwei  festen  Kurven- 
punkten S  und  aSj,  so  er- 
halten wir  in  <S  und  S^  zwei 
projektive^^^)  Strahlenbtischel, 
die  jede  Gerade  p  in  einer 
Projektivität  schneiden.  Diese 
gerade  Punktprojektivität  von 
p  soll  der  Kurve  konjugiert 
heifsen.  — 


1.  Definition:  Schneiden 
wir  die  Kurventangenten  a 
durch  irgend  zwei  feste  Tan- 
genten s  und  s^,  so  erhalten 
wir  in  s  und  s^  zwei  pro- 
jektive Punktreihen,  die  aus 
jedem  Punkte  P  durch  eine 
Projektivität  projiziert  werden. 
Diese  gerade  Strahlenprojek- 
tivität  von  F  soll  der  Kurve 
konjugiert  heifsen.  — 

Durch  die  Gerade  p  als  Projektionsachse  ist  in  der 
Kurve  ein  Büschel  von  krummen  Projektivitäten  bestimmt' ^"^i^- 
jeder  krummen  Projektivität  des  Büschels  ist  eine  gerade 
Projektivität  in  der  Achse  zugeordnet (^^i>,  die  wir  erhalten, 
indem  wir  die  Kurvenpunkte  aus  irgend  zwei  homologen 
Punkten  der  krummen  Projektivität  auf  die  Achse  projizieren; 
die  den  krummen  Projektivitäten  des  Büschels  zugeordneten 
geraden  Projektivitäten  der  Achse  sind  also  der  Kurve  kon- 
jugiert: 
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2.  Die  der  Kurve  konju-  j  2.  Die  der  Kurve  konju- 
gierten Punktprojektivitäten  j  gierten  Strahlenprojektivitä- 
einer  Gerade  bilden  einen  ten  eines  Punktes  bilden 
Büschel.  —  I  einen  Büschel.  — 

Da  unter  den  krummen  Projektivitäten  des  Büschels 
eine  Involution  ist(^^^^),  so  ist  auch  unter  den  geraden  Pro- 
jektivitäten der  Achse  eine  Involution;  es  ist  dieselbe,  die 
wir  bereits  früher  die  der  Kurve  konjugierte  Involution  von 
p  genannt  haben  (^^^h 


3.  Die  einer  konjugierten 
Strahlenprojektivität  harmo- 
nisch zugeordnete  Involution 
ist  die  konjugierte  Strahlen- 
involution des  Punktes. 

4.  Sind  a  und  a^  zwei 
homologe  Strahlen  einer  kon- 
jugierten Projektivität,  so 
sind  auch  die  a  und  a^  kon- 
jugierten Strahlen  einander 
homolog  in  der  Projektivität. 


3.  Die  einer  konjugierten 
Punktproj  ektivität  harmonisch 
zugeordnete  Involution  ist  die 
konjugierte  Punktinvolution 
der  Gerade. 

4.  Sind  A  und  A^  zwei 
homologe  Punkte  einer  kon- 
jugierten Projektivität,  so 
sind  auch  die  A  und  A^  kon- 
jugierten Punkte  einander 
homolog  in  der  Proj  ektivi- 
tät ^i '3,), 

5.  Ist  uns  eine  konjugierte  Projektivität  gegeben, 
so  können  wir  aus  ihr  die  konjugierte  Involution 
zeichnen  (^'^2), 

6.  Durch  die  konjugierte  Involution  und  ein  Elemen- 
tenpaar ist  eine  konjugierte  Projektivität  bestimmt (^'^*\ 

175  175.  Perspektive  Lag*e  zug-eordneter  Projektivitäten. 
Einer  krummen  Projektivität  ist  in  der  Projektionsachse  p 
eine  gerade  Punktproj  ektivität  und  in  dem  Projektions- 
zentrum P  eine  gerade  Strahlenprojelitivität  zugeordnet ^'^^. 
Wir  wollen  zeigen,  dafs  diese  beiden  geraden  Projektivitäten 
perspektiv  liegen. 

Sind  A  und  A^  (Fig.  110)  zwei  beliebige  homologe  Punkte 
der  krummen  Projektivität  und  S  ein  beliebiger  Kurven- 
punkt, so  liefern  uns  *S  (A)  und  S{k^)  in  der  Projektions- 
achse j)  die  homologen  Punkte  A  und  A^^'''"^\  Es  ist  zu 
beweisen,  dafs  P{A)  und  P{A^)  zwei  homologe  Strahlen 
der  Projektivität  von  P  sind.  Ist  B  der  dem  Punkte  A 
konjugierte  (^^i)  Punkt  von  p,  so  dafs  B  der  Pol  von  P[A) 
ist,   so    ist    BS    die    Polare   des    Punktes   E,    in  dem  die 
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Tangente  in  /S  von  FA  geschnitten  wird,  und  schneidet  die 
Kurve   in   einem   Punkte    B,    der   der  Berührungspunkt  der 
zweiten     von    E    an     die    Kurve    gezogenen    Tangente    ß 
ist(ö^2i).    ^[q  Verbindungslinie  AB   geht  durch  P^^s^)    —  jg^ 
nun  B^    der   dem  Punkte  A^  konjugierte  Punkt,   so  ist  B^ 
dem   Punkte   B   in   der  Projektivität    homolog ^^^^*);    S  {B^) 
schneidet  daher  die  Kurve 
in   dem  Punkte  Bj,    der 
in     der    krummen    Pro- 
jektivität dem  Punkte  B 
homolog   ist.     Die   Tan- 
genten ß  und  ß^  schneiden 
daher  die  Tangente  s  in 
zwei  Punkten  E  und  E^, 
die  aus  P  durch  homologe 
Strahlen      der      Projek- 
tivität  von   P  projiziert 
werden (^^2).      Weil    aber 
E^   der  Pol   von   S  (P^ 
ist(87Zi)j    so   liegt   E-^   in 
der  Polare  von  B^ ;  diese 
Polare  ist  aber  P^l/^^^2,).  ^^'  '''' 

Die  homologen  Strahlen  P(P)  und  P{E^)  der  Projektivität 
von  P  gehen  also  durch  A  und  A^^ : 

Die    geraden    Projektivitäten,    welche    einer    krummen 
Projektivität  in  der  Projektionsachse  und  in  dem  Projektions- 
zentrum zugeordnet  sind^'^"\  liegen  perspektiv. 
Anmerkung.     Von    diesem  Satze  ist  Nr.  92e  ein  beson-  a 
derer  Fall. 

176.*  Zirkulare  Projektivitäten.  i76 

1.  Definition :  Eine  Punktprojektivität  der  uneigent- 
lichen Gerade,  der  die  zirkuläre  Punktinvolution (^^^i) 
harmonisch  zugeordnet  ist,  soll  eine  zirkuläre  Punkt- 
projektivität heifsen;  eine  Strahlenprojektivität,  die 
perspektiv  zu  einer  zirkulären  Punktprojektivität  liegt, 
soll  eine  zirkuläre  Strahlenprojektivität  heifsen. 

2.  Jede  Kurve,  der  eine  zirkuläre  Punktprojektivität 
konjugiert  ist,  ist  ein  Kreis ^^^'^s).  — 

Eine   zirkuläre   Punktprojektivität    ist   bestimmt   durch 
zwei  homologe  Punkte  A  und  A/^'^^b),    Projizieren  wir  diese 
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aus  einem  beliebigen  Punkte  S  durch  die  Strahlen  a  und 
«j,  so  schneiden  die  in  5  auf  a  und  a^  errichteten  Lote  a 
und  a^  die  uneigentliche  Gerade  in  den  Punkten  A  und  A^ , 
die  den  Punkten  A  und  A,  in  der  zirkulären  Punktinvolution 
homolog  sind^^^^^^  und  daher^^'"'»^  ein  zweites  Punktpaar  der 
Projektivität  bilden.  Schliefslich  schneidet  der  von  a^  durch 
a  und  a  harmonisch  getrennte  Strahl  «2  die  uneigentliche 
Gerade  in  einem  Punkte  A.2,  dem  der  Punkt  A  homolog  ist,  so 
dafs  die  Punktprojektivität  bestimmt  ist  durch  A  A  A.^/x  Aj  J^  A. 
Gleichzeitig  haben  w^ir  die  zirkuläre  Strahlenprojektivität 
a  a  «2  A  «1  '■h  ^  erhalten.  In  dieser  ist  Winkel  a  a^  =  a  a^, 
weil  die  Schenkel  aufeinander  senkrecht  stehen.  Da 
a  a .  cfj  «2  ßi^  harmonischer  Wurf  ist  und  a  senkrecht  auf 
a  steht,  so  ist  ^  a  a^  =  a^a^^^^^: 

3.  Die  Strahle?!  einer  zirkulären  Strahlenprojektivität 
bilden  mit  ihren  homologen  gleiche    Winkel  —   oder 

Zwei  Strahlenhüschel^    die   eine    zirkuläre   Projektivität 
erzeugen^  sind  einander  kongruent. 
Daraus  ergiebt  sich  weiter: 

4.  Zivei  Winkel  sind  gleich,  wenii  ihre  Schenkel  die 
uneigentliche  Gerade  in  zwei  Paar  homologen  Punkten 
einer  zirkulären  Punktjwojektivität  schneiden. 

Dies  ist  in  anderer  Form  der  planimetrische  Satz  über 
die  Gleichheit  der  Peripheriewink el. 

Da  die  konjugierte  Involution  eines  Brennpunktes  zir- 
kulär ist^^'^«^  so  ergiebt  sich: 

5.  Die  konjugierten  Strahlenprojektivitäten  eines 
Brennpunktes  sind  zirkulär. 

Aus  diesem  Satze  ergiebt  sich^^'^i'  eine  Folgerung,  die 
in  der  Geometrie  des  Mafses  so  ausgesprochen  wird: 

6.  Die  Strecke,  welche  von  zwei  festen  Tangenten 
auf  einer  beweglichen  Tangente  begrenzt  wird,  er- 
scheint im  Brennpunkt  unter  einem  konstanten  Winkel. 
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177  177.    KolIineaFe  Verwandtschaft.     Der  Inbegriff  der 

Punkte  und  Geraden  einer  Ebene   heifst  ein  ebenes  System 
oder  Feld.    Wie  wir  bisher  die  Punkte  zweier  Geraden  oder 
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die  Strahlen  zweier  Punkte  aufeinander  bezogen  haben,  so 
lassen  sich  auch,  wie  wir  jetzt  zeigen  w^ollen,  die  Punkte 
und  Geraden  zweier  ebenen  Felder  g  und  o^  aufeinander 
beziehen.  Hier  bieten  sich  zw^ei  Wege  dar:  Wir  können 
jedem  Punkte  des  ebenen  Feldes  g  einen  Punkt  des  ebenen 
Feldes  o^  und  jeder  Gerade  von  g  eine  Gerade  von  g^  zu- 
ordnen; wir  können  aber  auch  jedem  Punkte  von  a^eine 
Gerade  von  a^  und  jeder  Gerade  von  g  einen  Punkt  von  g^ 
zuordnen.  Danach  unterscheiden  wir  zwei  Verwandtschaften, 
die  die  kollineare  und  die  reziproke  genannt  werden.  Wir 
betrachten  zunächst  die  kollineare  Verwandtschaft  zweier 
ebenen  Felder,  die  wir  so  definieren: 

1.  Definition:  Zicei  ebene  Felder  g  und  g^  heifsen 
kollinear,  icenn  jeder  Gerade  e  von  g  eine  Gerade  e^  von 
o-j  zugeordnet  ist  und  jedem  in  e  liegenden  Punkte  F  ein 
in  e^  liegender  Punkt  F^. 

Wir  können  zeigen,  dafs  durch  unsere  Definition  vier 
harmonischen  Punkten  (Strahlen)  der  einen  Ebene  vier 
harmonische  Punkte  (Strahlen)  der  andern  zugewiesen 
sind.  Sind  P  Q  .W  W  vier  harmonische  Punkte  von  g,  die 
m  der  Gerade  t  liegen,  so  entsprechen  ihnen  nach  der 
Definition  vier  Punkte  P,  Q^  .  W^  W\,  die  in  einer  Gerade  t^ 
hegen.  Konstruieren  wir  nun  in  g  ein  Viereck  AABr(^^), 
von  dem  P  und  Q  zwei  Diagonalpunkte  sind,  während  W 
und  TP  auf  den  Gegenseiten  des  dritten  Diagonalpunktes  R 
hegen,  so  entspricht  diesem  nach  der  Definition  ein  Viereck 
^lAiB^Ti,  von  dem  P^  und  Q^  zwei  Diagonalpunkte  sind, 
während  W^  und  W\  auf  den  Gegenseiten  des  dritten 
Diagonalpunktes  liegen,  da  z.B.  den  beiden  Gegenseiten, 
die  sich  m  P  schneiden,  zwei  Geraden  entsprechen  müssen, 
die  sich  in  P^  schneiden.  Es  bilden  also  auch  P^Q,.W  W 
einen  harmonischen  Wurf.  Daraus  folgt,  dafs  auch'  vier 
harmonischen  Strahlen  des  einen  Feldes  vier  Strahlen  des 
andern  homolog  sind,  die  ebenfalls  einen  harmonischen  Wurf 
bilden.  Aus  Nr.  164^  ergiebt  sich  demnach,  dafs  die  homo- 
logen geraden  Grundgebilde  zweier  kollinearen  Felder  pro- 
jektiv sind. 

Auch  zwei  homologe  krumme  Grundgebilde  sind  pro- 
jektiv; denn  den  Punkten  einer  Kurve  Ä;-  z.  B.,  die  durch 
die  beiden  projektiven  Strahlenbtischel  S  und  S'  erzeugt  wird, 
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sind  die  Schnittpunkte  zweier  projektiven  Strahlenbttschel  S^ 
und  S\  homolog.     Wir  haben  daher: 

2.  Homologe  einförmige  Grundgebilde  zweier  kollinear e7i 
Felder  sind  projektiv. 


178         178.  Konstruktion  zweier  kollinearen  Felder. 
1.    Aufgabe:      Zwei    ebene    Felder    kollinear 
einander  zu  beziehen. 
Es  bieten  sich  zwei  Wege  dar: 


auf- 


Wir  wählen  in  dem  ebenen 
Felde  g  zwei  beliebige  Ge- 
raden a  und  a  und  in  o^  zwei 
beliebige  Geraden  a^  und  a-^ 
und  ordnen  der  Gerade  a  die 
Gerade  a^  und  der  Gerade  a 
die  Gerade  a^  zu.  Dem 
Schnittpunkte  P  von  a  und  « 
mufs  der  Punkt  entsprechen, 
der  sowohl  in  a^  als  in  «^ 
liegt,  also  der  Schnittpunkt 
Nun  be- 
Punktreihe  a 
projektiv (^^)  so  auf  a^,  dafs 
dem  Punkte  P  der  Punkt  P^ 
und  aufserdem  zwei  belie- 
bigen Punkten  A  und  A  von 
a  zwei  beliebige  Punkte  A^ 
und  Aj  von  a^    entsprechen. 


P^  von  «j 
ziehen  wir  die 


und  a^. 


die 
pro- 
dafs 


Ebenso  beziehen  wir 
Punktreihen  a  und  «j 
jektiv  so  aufeinander, 
dem  Punkte  P  der  Punkt  P^ 
und  aufserdem  zwei  belie- 
bigen Punkten  B  und  f  von 
a  zwei  beliebige  Punkte  Bj 
und  r^  von  a^  entsprechen. 
Damit  ist  jedem  Punkte 
von  a  und  a  ein  bestimmter 
Punkt  von  a^  und  a^  zuge- 
wiesen und  wir  können  nun 
weiter  festsetzen,   dafs  einer 


Wir  wählen  in  dem  ebenen 
Felde  o  zwei  beliebige  Punkte 
A  und  A  und  in  o^  zwei  be- 
liebige Punkte  A^  und  A^  und 
ordnen  dem  Punkte  A  den 
Punkt  ^Ij  und  dem  Punkte  A 
den  Punkt  A^  zu.  Der  Ver- 
bindungslinie p  von  A  und  A 
mufs  die  Gerade  entsprechen, 
die  sowohl  durch  A^  als  durch 
Aj  geht,  d.  h.  die  Verbindungs- 
linie p^  von  A^  und  A^.  Nun 
beziehen  wir  den  Strahlen- 
büschel A  projektiv  so  auf 
den  Strahlenbüschel  ^1^,  dafs 
dem  Strahle  p  der  Strahl  p^ 
und  aufserdem  zwei  belie- 
bigen Strahlen  ö  und  a  von 
A  zwei  beliebige  Strahlen  ö^ 
und  a^  von  A^  entsprechen. 
Ebenso  beziehen  wir  die  Strah- 
lenbüschel A  und  A,  so  aufein- 
ander, dafs  dem  Strahle  p  der 
Strahl  p^  und  aufserdem  zwei 
beliebigen  Strahlen  ß  und  / 
von  A  zwei  beliebige  Strahlen 
ß^  und  y^  von  A^  entsprechen. 

Damit  ist  jedem  Strahle 
von  A  und  A  ein  bestimmter 
Strahl  von  A^  und  A^  zuge- 
wiesen und  wir  können  nun 
weiter  festsetzen,  dafs  einem 
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beliebigen  Punkte  E  von  a, 
der  aus  A  und  A  durch  die 
Strahlen  e  und  e  projiziert 
wird,  der  Punkt  E^  von  o^  zu- 
geordnet sein  soll,  in  dem  sich 
die  zugeordneten  Strahlen  e^ 
und^j  von^lj  und  A^^  schneiden. 
Lassen  wir  den  Punkt  E 
in  einer  beliebigen  durch  ihn 
gehenden  Gerade  /  sich  be- 
wegen, so  beschreiben  e  und 
e  zwei  projektive  Strahlen- 
büschel und  folglich  auch  e^ 
und  £^,  und  zwar  liegen  die 
Strahlenbüschel  e^  und  s^  per- 
spektiv,  weil  e^  und  e^  gleich- 
zeitig in  p^  fallen,  nämlich 
dann,  wenn  der  Punkt  E  in 
p  tällt.  Der  Schnittpunkt  E^ 
von  6j  und  e^  bewegt  sich 
daher  in  einer  Gerade  f^  und 
diese  soll  der  Gerade  /  zuge- 
ordnet werden. 

Damit  haben  wir  jedem 
Punkte  E  von  o  einen  Punkt 
E^  von  o-j  und  jeder  Gerade 
/  von  a  eine  Gerade  f\  von 
G^  zugewiesen  und  zwar  der- 
art, dafs  jeder  durch  E  gehen- 
den Gerade  /  eine  durch  E^ 
gehende  Gerade/^  entspricht. 
Da  die  Schnittpunkte  P=^aa  und  P^  =  a^  a^,  wie  wir 
sahen,  einander  zugewiesen  werden  mulsten,  so  ist  die 
projektive  Beziehung  von  a  und  a^  dadurch  bestimmt,  dafs 
wir  zwei  beliebigen  Punkten  A  und  f  von  a  zwei  be- 
liebige Punkte  Aj  und  Tj  von  «^  zuwiesen;  ebenso  ist  die 
projektive  Beziehung  von  a  und  a^  dadurch  bestimmt,  dafs 
wir  zwei  beliebigen  Punkten  B  und  T  von  a  zwei  be- 
liebige Punkte  Bj  und  T,  von  ccj^  zuwiesen.  Da  nun  mit 
den  Punkten  A  A  und  A^  Aj  auch  die  Geraden  a  und  a^  und 
mit    B  r  und   B^  Tj    auch    die    Geraden  a  und  «     gegeben 


beliebigen  Gerade  e  von  a, 
die  a  und  a  in  E  und  E 
schneidet,  die  Gerade  e^  von 
(7j  zugeordnet  sein  soll,  die 
die  zugeordneten  Punkte  E^ 
und  E^  von  a^  und  a^  mit- 
einander verbindet. 

Lassen  wir  den  Strahl  e  um 
einen  beliebigen  Punkt  F  sich 
drehen,  so  beschreiben  E  und 
E  zwei  projektive  Punktreihen 
und  folglich  auch  E^  und  E^ , 
und  zwar  liegen  die  Punkt- 
reihen E^  und  E^  perspektiv, 
weil  E^  und  Ej  gleichzeitig 
in  P^  fallen,  nämlich  dann, 
wenn  der  Strahl  e  durch  F 
geht.  Die  Verbindungslinie 
e^  von  E^  und  E^  dreht  sich 
daher  um  einen  Punkt  i'!,(34) 
und  dieser  soll  dem  Punkte 
F  zugeordnet  werden. 

Damit  haben  wir  jeder  Ge- 
rade e  von  G  eine  Gerade  e^ 
von  (7j  und  jedem  Punkte  F 
von  o  einen  Punkt  F^  von  g^ 
zugewiesen  und  zwar  derart, 
dafs  jedem  in  e  liegenden 
Punkte  F  ein  in  e^  liegender 
Punkt  F^  entspricht. 
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sind,  SO  sind  die  Stücke,  die  wir  willkürlich  annehmen 
können,  die  vier  Punkte  A  A  B  T  von  a  und  die  vier  Punkte 
A,A,B,r, 


2.  Die  kollineare  Verwandt- 
schaft zweier  ebenen  Felder  ist 
bestimmt,  ivenn  den  Ecken  eines 
Vierecks  von  a  die  Ecken  eines 
Vierecks  von  o^  zugewiesen 
werden. 


2.  Die  kollineare  Verwandt- 
schaft zweier  ebenen  Felder  ist 
bestimmt,  wenn  den  Seiten  eines 
Vierseits  von  o  die  Seiten  eines 
Vierseits  von 
werden. 


179  179.  Reziproke  Verwandtschaft.     Wichtiger  als  die 
kollineare  Verwandtschaft  ist  für  uns  die  reziproke. 

1.  Definition:  Zivei  ebene  Felder  o  und  a^  heifsen 
reziprok,  ivenn  jeder  Gerade  e  von  o  ein  Punkt  E^  von 
G^  und  jedem  in  e  liegenden  Punkte  F  eine  durch  E^ 
gehende  Gerade  f\  entspricht. 

Auch^^"^^)  hier  entsprechen  vier  harmonischen  Punkten 
PQ.WW  (vier  harmonischen  Strahlen  pq.w  lo')  von 
(7  vier  harmonische  Strahlen  p^  q^ .  iv^  w\  (vier  harmonische 
Punkte  P^Qx'  ^1  ^i)  ^^ö"  ^r  ^6^^  dem  Viereck  AABT 
von  (7,  von  welchem  P  und  Q  zwei  Diagonalpunkte  sind, 
während  W  mid  W  auf  den  Gegenseiten  des  dritten 
Diagonalpunktes  liegen,  entspricht  nach  der  Definition  in  g^ 
ein  Vierseit  ö^  a^  ß^  y^,  von  dem  p^  und  q^  zwei  Diagonal- 
linien sind,  während  w^  und  iv\  durch  die  Gegenecken  der 
dritten  Diagonallinie  gehen.   Daraus  ergiebt  sich  dann^^^^e^  der 

2.  Lehrsatz:  Homologe  einförmige  Grundgebilde  zweier 
reziproken  Felder  sind  projektiv. 

180  180.  Konstruktion  zweier  reziproken  ebenen  Felder. 

1.  Aufgabe:  Zwei  ebene  Felder  reziprok  aufeinander 
zu  beziehen. 

Wir  wählen  in  der  Ebene  o  zwei  beliebige  Geraden  a 
und  a  und  in  der  Ebene  o^  zwei  beliebige  Punkte  A^  und  A^ 
und  ordnen  der  Gerade  a  den  Punkt  A^  und  der  Gerade  a 
den  Punkt  A^  zu.  Dem  Schnittpunkte  P  von  a  und  «  mufs 
die  Gerade  entsprechen,  die  sowohl  durch  A^  als  durch  A^ 
geht,  d.  h.  die  Verbindungslinie  p,  von  A^  und  A^.  Nun 
beziehen  wir  die  Punktreihe  a  projektiv  so  auf  den  Strahlen- 
büschel .li,   dafs   dem   Punkt  P  der  Strahl  p^  und  aufser- 
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dem  zwei  beliebigen  Punkten  A  und  A  von  a  zwei  be- 
liebige Strahlen  d^  und  a^  von  A^  entsprechen.  Ebenso 
beziehen  wir  die  Punktreihe  a  und  den  Strahlenbüschel  A^ 
projektiv  so  aufeinander,  dafs  dem  Punkte  P  der  Strahl  p^ 
und  aufserdem  zwei  beliebigen  Punkten  B  und  f  von  a  zwei 
beliebige  Strahlen  ß^  und  y^  von  A^  entsprechen. 

Damit  ist  jedem  Punkte  von  a  und  a  ein  bestimmter 
Strahl  von  A^  und  A^  zugewiesen,  und  wir  können  nun 
weiter  festsetzen,  dafs  einer  beliebigen  Gerade  e  von  g,  die 
a  und  a  in  E  und  E  schneidet,  der  Punkt  E^  von  o^  zu- 
geordnet sein  soll,  in  dem  sich  die  zugeordneten  Strahlen 
e^  und  £^  von  A^   und  A^   schneiden. 

Lassen  wir  den  Strahl  e  um  den  Punkt  E  sich  drehen, 
so  beschreiben  E  und  E  zwei  projektive  Punktreihen  und 
folglich  ßj  und  e^  zwei  projektive  Strahlenbüschel,  und  zwar 
liegen  die  Strahleubüschel  e^  und  s^  perspektiv,  weil  e^  und  £^ 
gleichzeitig  in  p^  fallen,  nämlich  dann,  wenn  der  Strahl  e 
durch  F  geht.  Der  Schnittpunkt  E^^  von  e^  und  e^  bewegt 
sich  daher  in  einer  Gerade  /^,  und  diese  soll  dem  Punkte  F 
zugeordnet  werden. 

Damit  haben  wir  jeder  Gerade  e  von  o  einen  Punkt  E^ 
von  (7^  und  jedem  Punkte  F  von  o  eine  Gerade  /^  von  cr^ 
zugewiesen  und  zwar  derart,  dafs  jedem  in  e  liegenden 
Punkte  F  eine  durch  E^  gehende  Gerade  /^   entspricht. 

Da  der  Schnittpunkt  F=  aa  und  die  Verbindungslinie 
i?i  =  ^1 A^,  wie  wir  sahen,  einander  zugewiesen  werden 
mufsten,  so  ist  die  projektive  Beziehung  der  Punktreihe  a 
und  des  Strahlenbüschels  A^  dadurch  bestimmt,  dafs  wir  zwei 
beliebigen  Punkten  A  und  A  von  a  zwei  beliebige  Strahlen 
ö^  und  a^  von  A^  zuweisen;  ebenso  ist  die  projektive  Be- 
ziehung von  a  und  A^  dadurch  bestimmt,  dafs  wir  zwei  be- 
liebigen Punkten  B  und  r  von  a  zwei  beliebige  Strahlen  ß-^ 
und  /j  von  A^  zuweisen.  Da  nun  mit  den  Punkten  A  A  B  f 
die  Geraden  a  und  a  und  mit  den  Strahlen  ö^^  a^  ß^  y^  die 
Punkte  A^  und  A^  gegeben  sind,  so  sind  die  Stücke,  die 
wir  willkürlich  annehmen  können,  die  vier  Punkte  A  A  B  r 
und  die  vier  Strahlen  ö^a^ß-^y^.     Daher: 

2.  Die  reziproke  Verwandtschaft  zweier  ebeiien  Felder 
ist  bestimmt,  wefin  den  Ecken  eines  Vierecks  von  o  die 
Seiten  eines   Vierseits  von  g^  zugewiesen  werden. 
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181  181.  Kennzeichen  des  zweifachen  Entsprechens. 
Wir  können  auch  die  Punkte  und  Geraden  einer  und  der- 
selben Ebene  a  reziprok  aufeinander  beziehen,  indem  wir 
den  Ecken  des  Vierecks  A  A  B  T  von  g  die  Seiten  des  Vier- 
seits  d^  a^  ß^  y^  von  a  zuordnen.  Wir  wollen,  da  wir  dann 
jeden  Punkt  als  einen  zweifachen  und  jede  Gerade  als  eine 
zweifache  anzusehen  haben,  jedes  Element  mit  zwei  Buch- 
staben bezeichnen,  um  anzudeuten,  ob  wir  es  zum  ersten 
oder  zweiten  Felde  rechnen  wollen.  Einem  Punkte  ä(B^) 
z.  B.  entsprechen  dann  zwei  Geraden  a^  und  6,  die  im  all- 
gemeinen nicht  zusammenfallen  werden;  es  ist  aber  gerade 
dieser  Fall  für  uns  von  Interesse,  der  Fall  also,  dafs  dem 
Punkte  A  (B^)  die  Gerade  a^  {b)  entspricht  oder,  wie  wir 
uns  ausdrücken  wollen,  dafs  dem  Punkte  Ä  die  Gerade  b 
zweifach  entspricht  (vgl.  38).  Es  läfst  sich  nun  der  Satz 
beweisen: 

In  zwei  reziproken  ebenen  Feldern  entsprechen  je  zwei 

zugeordnete  Elemente  einander  zweifach,    ivenn  die  Ecken 

eines  Dreiecks  ihren   Gegenseiten  zweifach  entsprechen. 

In   dem  Dreieck  PQR  (Fig.  111),   dessen   Ecken   wir 

mit  P^  Qi  R^  bezeichnen  wollen,  wenn  wu:  sie  zum  zweiten 


AC4J 


Fig.  111. 


Felde  rechnen,  entspreche  dem  Punkte  P  die  Gegenseite 
QR=p^^  dem  Punkte  Q  die  Gegenseite  RP=q^,  dem 
Punkte  R  die  Gegenseite  PQ  =  r^.  Nach  der  Voraus- 
setzung entspricht  dann  dem  Punkte  P^  (dem  zum  zweiten 
Felde  gerechneten  Punkte  P)  ebenfalls  die  Gerade  p,  die 
wir  als  Gerade  des  zweiten  Feldes  durch  p^  bezeichnet 
haben,  d.  h.  die  Gerade  p  =  Q^  R^;  ebenso  entsprechen  den 
Ecken  Q^  und  R^  die  Gegenseiten  q(q^)  und  r{r^). 
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Die  Punktreihe  p^  ist  projektiv  auf  den  Stralilenbtisehel  P 
bezogen  (^'^'^^  und  zwar  ist  dem  Punkte  Q^  von  p^  der  Strahl 
q  von  P  und  dem  Punkt  R^  von  p^  der  Strahl  r  von  P 
zugeordnet.  Da  nun  q  durch  Ry  und  r  durch  Q^  geht,  so 
sind  die  Punktreihe  ;\  und  der  Strahlenbüschel  P  in  involu- 
torischer  Lage  (^•^*) ;  aus  denselben  Gründen  ist  auch  die  Punkt- 
reihe p  und  der  Strahlenbüschel  P^  in  involutorischer  Lage. 

Ist  nun  Dy  irgend  ein  weiterer  Punkt  von  p^,  dem  im 
ersten  Felde  der  durch  P  gehende  Strahl  d  entspreche,  so 
mufs  dem  Schnittpunkte  E^  =d  p^^  weil  die  Punktreihe  p^ 
und  der  Strahlenbüschel  P  in  involutorischer  Lage  sind,  der 
Strahl  e  =  P  D^  entsprechen.  Nennen  wir  nun  den  Punkt 
Z>j  als  Punkt  des  ersten  Feldes  i>,  so  mufs  der  ihm  zu- 
geordnete Strahl  (ij,  weil  D  in  p  und  e  liegt,  die  Ver- 
bindungslinie von  P^  und  E^  sein,  d.  h.  d^  fällt  mit  d  zu- 
sammen. Damit  ist  gezeigt,  dafs  jeder  Punkt  von  p^  (p) 
seinem  durch  P  (P^)  gehenden  zugeordneten  Strahle  zwei- 
fach entspricht.  Da  das ,  was  wir  von  der  Seite  Q  R  und 
der  gegenüberliegenden  Ecke  P  gezeigt  haben,  auch  von 
den  beiden  andern  Seiten  und  ihren  Gegenecken  gilt,  so 
wissen  wir: 

Jedem  Punkte,  der  in  einer  Seite  des  Dreiecks  P  Q  R 
liegt,  entspricht  der  zugeordnete  Strahl  zweifach. 

Jetzt  können  wir  zeigen,  dafs  einer  beliebigen  Gerade 
f  ifi)  der  zugeordnete  Punkt  zweifach  entspricht.  Schneidet 
f  ifi)  die  Dreiecksseiten  p  und  q  in  den  Punkten  Ä{A^) 
und  B  {By)j  so  entsprechen  diesen  Punkten  die  zugeordneten 
Geraden  a,  (a)  und  b^  (b)  zweifach.  Weil  nun  die  Gerade 
f  {/[)  durch  ^(Jj)  und  B  {B^  geht,  so  entspricht  ihr  nach 
der  Definition  der  reziproken  Verwandtschaft  im  zweiten 
Felde  der  Schnittpunkt  F^  der  den  Punkten  A  und  B  zu- 
geordneten Geraden  a^  und  b^ ,  im  ersten  Felde  der  Schnitt- 
punkt der  den  Punkten  A^  und  B^  zugeordneten  Geraden  a 
und  b.  Dieser  zweite  Schnittpunkt  fällt  aber  mit  F^  zu- 
sammen, weil  a  a^   und  b  b^   zusammenfallen. 

182.  Involutorisehe  Lag-e  zweier  homologren  Grund-  i82 
gebilde.     Wenn  in  zwei  reziproken  Feldern,    die    in   einer 
und  derselben  Ebene  liegen,  je  zwei  zugeordnete  Elemente 
einander  zweifach    entsprechen,    so   sagt  man:    Die    beiden 
reziproken  Felder  sind  in  involutorischer  Lage. 

14* 
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Dieser  Ausdruck  erklärt  sich  aus  dem  folgenden:  Wir 
haben  bereits  gesehen^^^i)^  ^afs  die  Punkte  von  2\  ip)  ^^^ 
die  zugeordneten  Strahlen  von  P(PJ  oder,  wie  wir  von 
jetzt  an  schreiben  wollen,  die  Punkte  der  Gerade  p  und 
die  zugeordneten  Strahlen  von  P  in  involutorischer  Lage 
sind.  Es  sind  aber  auch  die  Punkte  einer  beliebigen  Gerade 
e  und  die  Strahlen  des  zugeordneten  Punktes  E  in  involu- 
torischer Lage.  Ist  nämlich  A  ein  beliebiger  Punkt  von  e 
und  a  der  ihm  zugeordnete  durch  E  gehende  Strahl,  der  e 
in  B  schneidet,  so  mufs  nach  der  Definition  der  reziproken 
Verwandtschaft  dem  Punkte  B,  weil  er  der  Schnittpunkt  von 
a  und  e  ist,  die  Verbindungslinie  von  E  und  Ä  entsprechen. 
Die  Punktreihe  A  von  e  und  der  zugeordnete  Strahlenbüschel 
a  von  E  sind  also  in  involutorischer  Lage. 

Lehrsatz:  In  zwei  reziproken  Feldern ,  die  in  involu- 
torischer Lage  sind,  liegt  jede  Punktreihe  involutorisch  zu 
dem  homologen  Strahlenbüschel . 


§  16.    Das  Polarfeld. 

183  183.   Das  Polarfeld.     In  zwei  reziproken  Feldern,  die 

in  involutorischer  Lage  sind,  ist  jedem  Punkte  E  und  jeder 
durch  E  gehenden  Gerade  /  von  o  eine  Gerade  e  und  ein 
in  ihr  liegender  Punkt  F  derselben  Ebene  ö  zugewiesen(i82). 
Es  liegt  daher  nahe,  die  beiden  reziproken  Felder  als  ein 
einziges  Gebilde  aufzufassen. 

1.  Definition:  Der  Inbegriff  zweier  reziproken  Felder  in 
involutorischer  Lage  heifst  ein  Polarfeld  zweiter  Ordnung, 

Um    für    zwei   zugeordnete  Elemente   kürzere  Bezeich- 
nungen zu  haben,   fügen  wir  die   folgende  Definition  hinzu: 

2.  Jeder  Punkt  heifst  der  Pol  der  ihm  zugeordneten 
Gerade.  —  Jede  Gerade  heifst  die  Polare  des  ihr  zu- 
geordneten Punktes. 

Mit  Hülfe  dieser  neuen  Benennung   läfst   sich  der  De- 
finition der  reziproken  Verwandtschaft  die  Form  geben: 

3.  Die  Polaren  der  Punkte  einer  Gerade  gehen 
durch  einen  Punkt,  den  Pol  der  Gerade.  —  Oder: 

4.  Die  Pole  der  Strahlen  eines  Punktes  liegen  m 
einer  Gerade,  der  Polare  des  Punktes. 
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Der  in  Nr.  182  bewiesene  Satz  lautet  jetzt: 

5.  Die  von  den  Punkten  einer  Gerade  gebildete 
Punktreihe  und  der  von  ihren  Polaren  gebildete  Strahlen- 
büschel sind  in  involutorischer  Lage.  —  Oder: 

6.  Der  von  den  Strahlen  eines  Punktes  gebildete 
Strahlenbtischel  und  die  von  ihren  Polen  gebildete 
Punktreihe  sind  in  involutorischer  Lage. 

184.  Konjug-ierte  Elemente.    Liegt  Q  in  der  Polare  p  i84 
von  P,  so  liegt  P  in  der  Polare  q  von  Q^^^^s\    Wir  können 
daher  folgende  Definitionen  und  Sätze  aufstellen: 

L  Zwei  Punkte  heifsen  konjugiert,    wenn   der   eine 

in  der  Polare  des  andern  liegt. 

2.  Zwei  Strahlen  heifsen  konjugiert,  wenn  der  eine 
durch  den  Pol  des  andern  geht. 

3.  Sind  zwei  Punkte  einem  dritten  konjugiert,  so 
ist  ihre  Verbindungslinie  die  Polare  des  dritten  Punktes. 

4.  Sind  zwei  Geraden  einer  dritten  konjugiert,  so 
ist  ihr  Schnittpunkt  der  Pol  der  dritten  Gerade. 

Aus  Nr.  1885  folgt  dann: 

5.  Je  zwei  konjugierte  Punkte  einer  Gerade  sind 
Punktpaare  einer  Involution.  —  Diese  Involution  heifst 
die  dem  Polarfelde  konjugierte  Punktinvolution  der  Gerade. 

6.  Je  zwei  konjugierte  Strahlen  eines  Punktes  sind 
Strahlenpaare  einer  Involution.  —  Diese  Involution 
heifst  die  dem  Polarfelde  konjugierte  Strahleninvolution 
des  Punktes. 

7.  Die  konjugierte  Punktinvolution  einer  Gerade 
liegt  perspektiv  zu  der  konjugierten  Strahleninvolution 
ihres  Pols.  — 

Sind  P  und  Q  zwei  konjugierte  Punkte,  so  bilden, 
wenn  wir  den  Pol  der  Verbindungslinie  PQ  =  r,  also  (^^-^3) 
den  Schnittpunkt  der  Polaren  p  und  q,  mit  R  bezeichnen, 
die  drei  Punkte  P  Q  R  ein  Dreieck,  in  dem  jede  Seite  die 
Polare  ihrer  Gegenecke  ist: 

8.  Ein  Dreieck,  in  dem  jede  Seite  die  Polare  ihrer 
Gegenecke  (oder,  was  dasselbe  sagt,  jede  Ecke  der 
Pol  ihrer  Gegenseite)  ist,  heifst  ein  Poldreieck.  — 

9.  Durch  zwei  konjugierte  Punkte  ist  ein  Poldreieck 
bestimmt. 
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z  Zusatz.  Früher  haben  wir  die  Begriffe  Pol  und  Polare 

(§  7)  und  den  Begriff  der  konjugierten  Elemente  (§  8)  ver- 
mittelst einer  Kurve  definiert;  wir  werden  erkennen (i^*^), 
dafs  unsere  jetzige  Definition  die  frühere  als  besondern  Fall 
enthält.  An  dieser  Stelle  läfst  sich  bereits  zeigen,  dafs  die 
in  Nr.  94 — 96  entwickelten  Sätze  auch  für  unsere  jetzige 
Definition  gelten.  —  Bewegt  sich  ein  Punkt  Ä  in  der  Gerade 
p,  so  dreht  sich  seine  Polare  a  um  den  Pol  F  von  p^^^Bs) 
und  schneidet  jede  Gerade  in  einer  Punktreihe,  die  der  von 
A  beschriebenen  projektiv  ist.  Zwei  gerade  Punktreihen 
sind  also  projektiv  aufeinander  bezogen,  wenn  man  den 
Punkten  der  einen  die  ihnen  konjugierten  der  andern  zu- 
weist. Da  wir  aus  diesem  Satze  allein  den  Inhalt  der 
Nrn.  94 — 96  entwickelt  haben,  so  gilt  dieser  auch  für  die 
einem  Polarfelde  konjugierten  Elemente. 

185  185.  Das  Poldreieck  als  Bestimmung-sstück  eines 
Polarfeldes.  Nach  Nr.  I8O2  erhalten  wir  zwei  reziproke 
Felder,  wenn  wir  den  Ecken  eines  Vierecks  die  Seiten 
eines  Vierseits  zuweisen;  sollen  die  beiden  reziproken 
Felder  involutorische  Lage  haben,  so  müssen  nach  Nr.  181 
die  Ecken  eines  Dreiecks  ihren  Gegenseiten  zweifach  ent- 
sprechen. Wir  können  deswegen  zwei  reziproke  Felder  in 
involutorischer  Lage  in  folgender  Weise  konstruieren:  Wir 
nehmen  vier  Punkte  P  QR  U  und  eine  Gerade  u  beliebig 
an  und  weisen,  indem  wir  die  Seiten  des  Dreiecks  P  Q  R 
mit  p  qr  bezeichnen,  dem  Viereck  P  Q  R  U  die  Seiten  des 
Vierseits  p  qrii  zu.  Da  bei  dieser  Zuweisung  die  Punkte 
PQR  ein  Poldreieck "^^^^s)  bilden,  so  haben  wir  den 

Lehrsatz:  Ein  Polarfeld  ist  bestimmt  durch  einen 
Punkt,  seine  Polare  und  ein  Poldreieck. 

186  186.  Bestimmung*  eines  Polarfeldes  durch  zwei 
perspektiv  lieg-ende  Dreiecke. 

Lehrsatz:  Ein  Polar feld  ist  bestimmt  durch  zwei  per- 
spektiv liegende  Dreiecke,  wenn  die  Seiten  des  einen  den 
Ecken  des  andern  als  Polaren  zugewiesen  werden. 

Die  Ecken  des  einen  Dreiecks  seien  UCV  (Fig.  112) 
und  die  Seiten  des  zweiten  u  c  y.  Bezeichnen  wir  die 
Punkte,  in  denen  die  Seiten  U  C,  C  V  und  V  U  von  den 
Seiten  y^  u  und  c  geschnitten  werden,    durch  Q,  ^  und  *S, 
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so  liegen  Q,  Ä  und  *S,  weil  die  Dreiecke  perspektiv  liegen^^^), 
in  einer  Gerade  p.  Bezeiclinen  wir  ferner  die  Ecken  des 
zweiten  Dreiecks  ucy  durch  U^=cy,  H^  =  y u  und 
G^  =  uc^  so  gehen  die  Verbindungslinien  U  U^,  C  H^  und 
r(>\  durch  einen  Punkt  P.  Die  Punkte  A^S^R^  in  denen 
diese  Verbindungslinien  die  Gerade  p  schneiden,  bilden  mit 

AS  Q  die  Involution  A  A^.S  S^.Q  Ri^-'^^). 
In  dem  Polarfelde  nun,  das 

durch  das  Poldreieck  P  Q  R^  den 

Punkt    U  und    seine    Polare  u 

bestimmt  (is^)  ist,    sind,   wie  wir 

zeigen   wollen,    die   Seiten   des 

Dreiecks  UCV  die  Polaren  der 

Ecken  des  Dreiecks  ucy.    Weil 

nach  der  Zuweisung  Q  der  Pol 

von  P  R  und   U  der  Pol  von  u 

ist,    so  ist(i83,)   UC  die   Polare 

von  G^.     Ferner  ist  der  Punkt 

A  als  Schnittpunkt  von  pu  der 

Pol  von  P  U   und    daher    dem 

Punkte  A^  konjugiert ^^^^i),  sodafs 

die  konjugierte  Involution  von  p  bestimmt  ist^^^s)  durch  den 

Wurf  QR.AA^'^    da   in    dieser  Involution    dem  Punkte  S, 

wie  wir  eben  sahen,  der  Punkt  S^  entspricht,  so  ist  *S  der 

Pol  von  PS^,  die  Seite  Ur  (S)  also  die  Polare  des  Punktes 

B^.    Die  Seiten  des  Dreiecks   üCf  sind  also  in  der  That 

die  Polaren  der  Ecken  des  von  ucy  gebildeten  Dreiecks. 
Zusatz.    Und  umgekehrt  sind  auch  die  Seiten  ucy  die  z 

Polaren  der  Ecken   UCr^^^^-^\ 

187.    Bestimmung-    eines    Polarfeldes    durch   zwei  is? 
konjugierte  Involutionen  und  eine  komponierende  ihrer 
diagonalen  Involution. 


Fig.  112. 


Lehrsatz:  Ein  Polarfeld  ist 
bestimmt  durch  zivei  konjugierte 
Pu7iktinvolutionen  und  irgend 
eine  komponierende  ihrer  dia- 
gonalen Involution. 

In    den   Trägern   g    und 
schneiden,    seien    die    beiden 


U II.  r  r^    gegeben 


Lehrsatz:  Ein  Polarfeld  ist 
bestimmt  durch  zwei  konjugierte 
Strahleninvolutionen  und  irgend 
eine  komfonierende  ihrer  dia- 
gonalen Involution, 
h  (Fig.  113),  die  sich  in  U 
Involutionen    U  G  .  C  C,    und 


In  der  Diagonale  GII=u  bilden  G 
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und  H  ein  Punktpaar  der  diagonalen  Involution^^^^^)  x^^d 
ferner  die  beiden  Punkte  -1  und  B^  in  denen  u  von  C  V 
und  C^V^  geschnitten  wird.  Wird  nun  irgend  eine 
komponierende  der  diagonalen  Involution  durch  die  Zu- 
weisung (6r  (T^)(^ßßi)  bestimmt,  so  entspricht  in  dieser 
komponierenden  dem  Punkte  //  der  Punkt  H^^  der  dem 
Punkte  (tj  in  der  diagonalen  Involution  zugeordnet  ist(^^^*\ 
Schneiden  die  Verbindungslinien  C^G^-=c  und  V^  11^  =  y 
die  Träger  h  und  g  in  den  Punkten  *S  und  Q,  so  bilden 
S  QC^r^  ein  Viereck,  von  dem  zwei  Paar  Gegenseiten  die 
Diagonale  u  in  den  Punktpaaren  G  H  und  G^  H^  der 
diagonalen  Involution   treffen;    es    geht   also^^^^^  SQ  durch 

A.  Es  sind  daher^'^)  die 
beiden  Dreiecke  U CV  und 
u  c  y  perspektiv  liegend 
und  bestimmen  ('^^^  ein 
Polarfeld.  Dieses  Polar- 
feld aber  erzeugt,  weil  u 
und  c  die  Polaren  von  ü 
und  C  sind,  in  dem  Träger 
g  die  konjugierte  Involution 
U  G  .C  &^,  und,  weil  u 
und  y  die  Polaren  von  ü 
und  r  sind,  in  dem  Träger 
h  die  konjugierte  In- 
volution U H.r  r^,  und 
in  u,  weil  G^  als  Schnittpunkt  von  c  und  u  der  Pol  von  g^ 
und  //j  als  Schnittpunkt  von  /  und  u  der  Pol  von  h  ist,  die 
konjugierte  Involution  GG^.JHH^. 

Zusatz.  Weil  die  komponierende  Involution  von  u  durch 
die  Zuweisung  der  Punkte  G  und  G^  bestimmt  wurde,  so 
werden  wir  das  Polarfeld,  welches  durch  die  konjugierten 
Involutionen  g-  und  h-  und  die  durch  {G  G^)  bestimmte 
komponierende  Involution  von  u  bestimmt  ist,  in  Zukunft 
oft  kurz  das  durch  die  Zuweisung  {G  G^)  bestimmte  Polarfeld 
nennen.  Den  Inhalt  unsers  Beweises  können  wir  dann  kurz 
so  zusammenfassen: 

In  dem  durch  (G- G J  bestimmten  Polarfeld  ist  Gj  der 
Pol  von  g  und  der  dem  Punkte  G^  in  der  diagonalen 
Involution  homologe  Punkt  H.^  der  Pol  von  h. 


Fig.  113. 
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188.    Bestimmung-    eines   Polarfeldes    durch   zwei  isa 
konjug-ierte  Involutionen   und  einen  Ordnung-spunkt. 

Für  ein  Polarfeld  haben,  wie  wir  sehen  werden,  die  Punkte 
eine  grofse  Wichtigkeit,  die  in  ihrer  Polare  liegen;  wir 
führen  deshalb  für  sie  einen  neuen  Namen  ein  durch  die 


1.  Definition:  Ein  Pimkt, 
der  in  seiner  Polare  liegt^  keifst 
ein  Ordnung spunkt  des  Polar- 
feldes. 


1.  Definition:  Eine  Gerade., 
die  durch  ihren  Pol  geht,  heifst 
ein  Ordnung sstrald  des  Polar- 
feldes. 

Sind  uns  nun  zwei  Punktinvolutionen  g-  und  A-  und 
ein  Punkt  E  gegeben,  so  läfst  sich  immer  ein  Polarfeld 
konstruieren,  dem  die  Involutionen  g'^  und  h-  konjugiert 
sind  und  für  welches  die  Polare  von  E  durch  E  geht,  mit 
andern  Worten,  es  läfst  sich  der  Satz  beweisen: 


2.  Durch  zvm  konjugierte 
Punktijivolutionen  g^  und  h- 
und  einen  Ordnung f^j'^unkt  E 
ist  ein  Polarfeld  bestimmt. 


2.  Durch  zwei  konjugierte 
Strahleninvolutionen  G"  und 
H~  und  einen  Ordnungsstrahl 
e  ist  ein  Polarfeld  bestimmt. 


Wir  betrachten  die  Hauptstrahleninvohition^^"^^^,  welche 
die  Involutionen  g-  und  //-  in  E  induzieren.  Schneidet  der 
Strahl  von  E,  welcher  dem  Strahle  E{U)  in  der  Haupt- 
involution E-  homolog  ist,  die  Träger  g  und 
h  in  Cund  T  (Fig.  114),  so  schneiden (^^^^^2) 
die  Strahlen  E{C^)  und  ^(fj,  die  den 
Strahlen  E{G)  und  E{H)  in  der  Haupt- 
involution homolog  sind,  die  Diagonale  in 
zwei  homologen  Punkten  G^  und  B^  der 
diagonalen  Involution.  Wählen  wir  also 
das  Polarfeld,  welches  durch  die  Zuweisung 
(6r  (rj  bestimmt^i^"^  2)  ist,  so  ist  für  dieses 
B^  der  Pol  von  h.  Es  ist  daher  C  der  Pol  von  C^  G^i'^'^y 
und  r  der  Pol  von  r^  B^,  C  T  also^^^^*)  die  Polare  des 
Schnittpunktes  E  von  C^  G^  und  f^  B^ .  Für  das  Polarfeld 
{G  G^)  geht  also  in  der  That  die  Polare  von  E  durch  jS, 
—  Die  Konstruktion  fassen  wir  noch  einmal  zusammen: 


Fig.  114. 


3.  Die  Gegenseiten  g-  und 
h-  induzieren  in  jedem  Punkte 
E  eine  Hauptstrahleninvolu- 
tion ^-(170).  Schneidet  der 
Strahl,   welcher  in   E-    dem 


3.  Die  Gegenecken  G'^  und 
B-  induzieren  in  jeder  Ge- 
rade eine  Hauptpunktinvolu- 
tion e-.  Wird  der  Punkt, 
welcher   in    e-   dem   Schnitt- 
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Strahle  E{G)  homolog  ist, 
die  Diagonale  u  im  Punkte 
(tj,  so  erhalten  wir  durch 
die  Zuweisung  {G  G^)  ein 
Polarfeld,  für  welches  E  ein 
Ordnungspunkt  ist. 

Ferner  ergiebt  sich  durch 
Für   das    durch  g-    und  h'- 
und  E  bestimmte  Polarfeld 

4.  ist  der  dem  Strahle  E  (U) 
in  E-  homologe  Strahl  E(C) 
die  Polare  von  E; 

5.  schneidet  der  dem  Strahle 
E(G)  homologe  Strahl  E(Cj) 
die  Diagonale  u  in  dem  Pole 
Gj  von  g  U7id  der  dem  Strahle 
E(H)  homologe  Strahl  E(r,) 
die  Diagonale  u  in  dem  Pole 
Hj   von  h; 

mit  andern  Worten: 

6.  /iß^^  Jiö  Hauptstralden- 
involution  E-  j^^'^^pektcv  zu  der 

konjugierten  Punktinvolution 
G  Gj  .  H  H^  von  u. 


punkte  e  (^)  homolog  ist,  aus 
dem  Diagonalpunkte  U  durch 
den  Strahl  g^  projiziert,  so 
erhalten  wir  durch  die  Zu- 
weisung [gg^)  ein  Polarfeld, 
für  welches  e  ein  Ordnungs- 
strahl ist. 

die  Konstruktion: 

Für  das  durch  G"  und  R~ 
und  e  bestimmte  Polarfeld 

4.  ist  der  dem  Punkte  e  (u) 
in  e-  homologe  Punkt  e(c)  der 
Pol  von  e; 

5.  ivird  der  dem  Punkte 
e(g)  homologe  Punkt  e(Cj)  aus 
dem  Diagonalpunkte  U  du7'ch 
die  Polare  g^  von  G  projiziert 
und  der  dem  Punkte  e  (h) 
homologe  Punkt  e  {y^ )  aws  <:Zewi 
Diagonalpunkte  U  c/wrc/i  cZi'e 
Polare  \   von  H; 

mit  andern  Worten: 

6.  liegt  die  Hauptpunktin- 
volution  e"-^  j7ersj[)e^^zt?  2;m  cZer 
konjugierten  Straldeninvolution 
g  gj_  .  h  h^  von  U. 
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189.  Ordnung-skuFve.  Für  ein  Polarfeld,  welches 
durch  die  konjugierten  Involutionen  g-  und  h-  und  den 
Ordnungspunkt  S  (wie  wir  jetzt  statt  E  schreiben  wollen) 
bestimmt"^^»)  ist,  ist  der  Punkt  8,  weil  er  in  seiner  Polare 
liegt,  sich  selbst  konjugiert  und  daher  ein  Ordnungspunkt 
in  der  konjugierten  Involution  jedes  durch  ihn  gehenden 
Strahles.  Es  giebt  daher  in  jedem  durch  S  gehenden  Strahl 
noch  einen  zweiten  Ordnungspunkt^^'^«).  Es  läfst  sich  zeigen, 
dafs  alle  diese  Ordnungspunkte  in  einer  Kurve  zweiter 
Ordnung  liegen.  —  Da  der  zweite  Ordnungspunkt  irgend 
eines  durch  S  gehenden  Strahles  der  von  S  durch  zwei 
konjugierte  Punkte  harmonisch  getrennte  Punkt  ist^^^^),  so 
ist  z.  B.,   weil  der  Punkt  (r,  und  der  Punkt  (7,  (Fig.  115) 
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seiner  Polare^^^^»)  zwei  konjugierte  Punkte  sind,  der  von  S 
durch  G^  und  C^  harmonisch  getrennte  Punkt  L  ein  Ord- 
nung-spunkt;  ebenso  ist  der  von  S  durch  H^  und  den  kon- 
jugierten Punkt  r^  harmonisch  getrennte  Punkt  M  ein  Ord- 
nungspunkt. 

Der  Ordnungspunkt  eines  beliebigen  durch  S  gehenden 
Strahles  läfst  sich  nun  vermittelst  der  Punkte  >S  und  L  in 
folgender  Weise  finden.  Schneidet  dieser  Strahl  den  Träger 
g  in  E,  so  ist  die  Polare  von  E  die  Gerade,  welche  den 
homologen  Punkt  E^^    von  g-   mit  dem  Pole   G^   von  g  ver- 


Fig.  115. 


bindet;  der  Punkt  E\  in  dem  diese  Gerade  den  Strahl  «S^ 
schneidet,  ist  dem  Punkte  E  konjugierte^ ^^i\  und  daher  ist 
der  von  *S  durch  E  und  E'  harmonisch  getrennte  Punkt  E 
der  zweite  Ordnungspunkt  des  Strahles  S{E).  Nun  sind  die 
beiden  harmonischen  Würfe  S  L  .  G^  C^  und  S  E  .  E  E  in 
perspektiver  Lage;  es  geht  daher^^*^!)  L  E  durch  den  Schnitt- 
punkt von  G^  E'  und  C^  E,  das  ist  durch  den  Punkt  E^. 
Der  Ordnungspunkt  E  stellt  sich  also  dar  als  Schnittpunkt 
zweier  Strahlen  von  5  und  X,  die  die  homologen  Punkte 
E  und  jEJj  von  g-  projizieren.  Die  Ordnungspunkte  E  liegen 
daher  in  einer  Kurve  zweiter  Ordnunsi^^^^^ 


k 


220  n.    Das  Polarfeld. 


Lehrsatz:  Hat  ein  Polarfeld 
einen  Ordnung spunkt^  so  hat 
es  unendlich  viele.  Die  Ord- 
mmgspunkte  eines  solchen  Polar- 
feldes bilden  eine  krumme 
Punktreihe.  Diese  krumme 
Punktreihe  heifst  die  Ordnungs- 
kurve des  Polarfeldes. 


Lehrsatz :  Hat  ein  Polarfeld 
einen  Ordnungsstrahl,  so  hat 
es  unendlich  viele.  Die  Ord- 
nungsstrahlen eines  solchen 
Polarfeldes  bilden  einen  kru7n- 
men  Strahlenbüschel.  Dieser 
krumme  Strahlenbüschel  heifst 
der  Ordnungsbüschel  des  Polar- 
feldes. 

190  190.   Identische  Polarfeldep.     Wir   wollen  jetzt   das 

Polarfeld  zeichnen,  das  durch  die  eben  konstruierte  Kurve 
bestimmt  ist.  Da  die  Kurve  erzeugt  wurde  durch  Projektion 
der  Involution  g^  aus  den  beiden  mit  G^  in  einer  Gerade 
liegenden  Punkten  *S  und  L,  so  ist  g^^  auch  für  die  Kurve 
eine  konjugierte  Involution  und  G^  der  Pol  von  g(^^^\  Es 
läfst  sich  weiter  zeigen,  dafs  auch  A^  eine  dieser  Kurve 
konjugierte  Involution  ist.  Zunächst  folgt,  dafs  G  G^  die 
Polare  von  £/('^'^«)  und  daher  U  und  H  zwei  liir  die  Kurve 
konjugierte  Punkte  sind.  Da  dem  Strahle  L  (5)  C^  der 
Strahl  S{C)  zugeordnet  ist,  so  ist  S{C)  die  Tangente  in  «S^-'^). 
Für  die  Kurve  ist  also  auch  S  der  Pol  von  C  r(»' 2^). 
Ferner  sind,  weil,  wie  wir  sahen,  der  von  S  durch  H^  und 
r^  harmonisch  getrennte  Punkt  M  ein  Punkt  der  Kurve  ist, 
fj  und  i7j  zwei  für  die  Kurve  konjugierte  Punkte^^^'«^  der 
Punkt  H^  also,  weil  er  auch  U  konjugiert  ist,  der  Pol  von 
U  r^  =  h.  Die  Polare  von  V  geht  daher  durch  H^  und  da 
sie  auch,  weil  f  ein  Punkt  der  Tangente  von  S  ist,  durch 
S  geht,  so  ist  für  die  Kurve  V  dem  Punkte  f^  konjugiert. 
Der  Ordnungskurve  sind  also  die  Involutionen  ^^  ^^^^  /^2 
konjugiert  und  der  Punkt  G^  ist  G  konjugiert.  Das  durch 
die  Kurve  erzeugte  Polarfeld  ist  daher  identisches")  mit  dem 
Polarfelde,  von  dem  wir  ausgingen. 

Hat  ein  Polarfeld  eine  Ordnungskurve,  so  ist  es 
identisch  mit  dem  von  dieser  Ordnungskurve  erzeugten 
Polarfeld.  Die  Ordnungsstrahlen  des  Polarfeldes  um- 
hüllen daher  die  Ordnungskurve. 

A  Anmerkung.     In  §  7  haben  wir  vermittelst  einer  Kurve 

zweiter  Ordnung  zu  jedem  Punkte  der  Ebene  die  Polare 
und  zu  jeder  Gerade  den  Pol  zeichnen  gelernt.  Jetzt 
haben   wir   ein  Polarfeld,    ohne   den  Begriff  der  Kurve    zu 
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benutzen,  konstruiert  und  haben  vermittelst  des  so  kon- 
struierten Polarfeldes  die  Kurve  als  Ort  der  Ordnungspunkte 
des  Polarfeldes  definieren  können.  Wir  hätten  also  auch 
mit  dem  Polarfeld  beginnen  und  aus  seinen  Eigenschaften 
die  Eigenschaften  der  Kurve  entwickeln  können.  Das  hat 
thatsächlich  v.  Staudt  gethan  und  damit  die  wissenschaftlich 
richtigere  Darstellung  gegeben.  In  einem  Buche  aber,  das 
für  den  Lernenden  geschrieben  ist,  mufs  der  anschaulichere 
Weg,  und  das  ist  der  von  der  Kurve  ausgehende,  dem 
weniger  anschaulichen,  dem  vom  Polarfeld  ausgehenden,  voran- 
gestellt werden.  Nachdem  wir  nunmehr  beide  Wege  kennen 
gelernt  haben,  können  wir  von  jetzt  an  unsern  Betrachtungen 
den  allgemeinern  Begriff  des  Polarfeldes  zu  Grunde  legen. 
Die  Sätze,  die  wir  so  erhalten,  gelten  dann  für  alle  Polar- 
felder, und  wir  haben  nicht  nötig,  bei  unsern  Beweisen  die 
Fälle,  in  denen  eine  Ordnungskurve  vorhanden  ist,  zu  trennen 
von  den  Fällen,  in  denen  eine  Ordnungskurve  nicht  vor- 
handen ist  oder,  wie  man  sonst  sagt,  in  denen  die  Ordnungs- 
kurve imaginär  ist. 


191.   Konstruktion   der   zweiten  g-emeinsam  kon-  i9i 
jugierten  Involution. 

I.Aufgabe:  Von  zwei  Polar- 
feldern, die  eine  konjugierte 
Strahleninvolution  gemeinsam 
haben,  die  zweite  gemeinsam 
konjugierte     Strahleninvolution 


1 .  Aufgabe :  Von  zwei  Polar- 
feldern,   die    eine    konjugierte 

Punktinvolution  gemeinsam 
habefi^    die    zweite    gemeinsam 
konjugierte  Punktinvolution  zu 
zeichnen. 


zu  zeichnen. 


Konstruktion:  Die  den  beiden  Polarfeldern  k^-  und  k^'^ 
gemeinsam  konjugierte  Punktinvolution  sei  g-^  ferner  sei 
G^  (Fig.  116)  der  Pol  von  g  für  k^-  und  G^  der  Pol  von  g 
für  k^  "l  Die  Gerade  G^  G^  =  u  schneide  g  in  dem  Punkte 
(r,  dem  in  der  gemeinsam  konjugierten  Involution  g'^  der 
Punkt  U  homolog  sei.  Wenn  dann  dem  Punkte  G^  für  das 
zweite  Polarfeld  k^-  der  Punkt  G^^  von  u  und  dem  Punkte 
G^  für  k^-  der  Punkt  G^^  von  u  konjugiert  ist,  so  ist  der 
Träger  der  zweiten  gemeinsam  konjugierten  Involution  der 
Strahl  h  von  U^  welcher  von  G  durch  G^^  und  6^21  ^^^" 
monisch  getrennt  ist. 

Bew^eis:  Da  dem  Punkte  U  tür  k^-  die  Punkte  G^  und 
(t,  für  /.-g"   ^^^  Punkte  G^  und  G    konjugiert  sind,   so    ist 
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Q^Q=  G^G  =  u  die  Polare  des  Punktes  U  sowohl  für  k^- 
wie  für  k^''('^'^\  Da  dem  Punkte  G^  für  Ä:^'  der  Punkt  G^^ 
konjugiert  ist,  so  ist  G^  für  k^^  der  Pol  von  G^^  U-^ 
ebenso  ist  (t„  für  k~~~' 


der  Pol  von  G^^  U, 


Sind  nun  C  und  C^  irgend  zwei  homologe  Punkte  von 


^^,  so   ist  C,   für  ^'J 


der  Pol   von  C  G^   und  C  lür  k~^  -  der 
Der  Punkt  P,  in  dem  C  G^  von  G^^  U  ge- 
schnitten wird,  ist  also  tür  k^'^  der  Pol  von  C^G-^  und  der 
in   dem   C^  G^  von  G^^  U  geschnitten   wird,   ist 


Pol  von  Ci  G 


Punkt  P. 


für  Ä;,2 
denen   P 


der  Pol    von  'c  G^^. 


Die   Punkte  P  und   P, ,   von 
in    der   Polare   von   P  für    h  -   und   P   in    der 


Polare  von  P^  für  k^ 


liegt,  sind  demnach  für  beide  Polar- 
felder  einander   konjugiert.      Da  auch   die    Punkte   U  und 


G^  einander  für  beide  Polarfelder  konjugiert  sind,  so  be- 
stimmen die  beiden  Punktpaare  P  P^  und  U  G^  noch  ein 
drittes  Paar  konjugierter  Punkte  (96;  siehe  184  Z).  Die  Ver- 
bindungslinie P  (tj  wird  von  der  Verbindungslinie  Pj  U  in 
einem  Punkte  Q  geschnitten,  der  für  beide  Polarfelder  kon- 
jugiert ist  dem  Punkte  Q^,  in  dem  P  ü  von  P^  G^  ge- 
schnitten wird.  Den  Punkten  C P  Q  G^,  die  in  einer  Gerade 
p  liegen,  sind  also  für  die  beiden  Polarfelder  die  Punkte 
Cj  Pj  Qj  U  konjugiert. 

Diese  Punkte  nun,  die  den  Punkten  einer  Gerade  p  für 
beide  Polarfelder  konjugiert  sind,  können  wir  noch  auf 
einem  zweiten  Wege  konstruiert  denken,  indem  wir  zu 
jedem  Punkte  X  von  p  die  Polaren  ^^  und  x^  für  k^'^  und 
k^  ^  zeichnen  und  ihren  Schnittpunkt  X^  bestimmen.    Durch- 
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läuft  X  die  Gerade  p,  so  beschreibt  sowohl  Xj  wie  .x^  einen 
zu  X  projektiven  Strahlenbüschel (^^"»^;  die  Punkte  X^  liegen 
daher  in  einer  zu  p  projektiven  Kurve  zweiter  Ordnung. 
Bezeichnen  wir  also  noch  den  Schnittpunkt  von  p  und  h 
durch  r  und  den  (noch  unbekannten)  ihm  für  beide  Polar- 
felder k^^  und  k^^  konjugierten  durch  f^,  so  wissen  wir,  dafs 
die  Punkte  Pj  Q^  C^  V^  U  in  einer  zvl  P  Q  C  T  G^  projektiven 
Kurve  liegen;  es  ist  daher 

U{PQCr)-AU{P,Q,C,V,). 

Weil  aber  P  Q  .  CV  nach  der  Konstruktion  vier  harmonische 
Punkte  sind,  so  ist^^^«) 

U{PQCV)7^U{QPCr\ 

also(3«3)  U(QPCr)ÄU{P^ Q^  c,  r,). 

Da  die  Strahlen  UQ  und  U  P^,  UP  und  U  Q^,  UC  und 
U  C^  zusammenfallen,  so  müssen  auch  Uf  und  Uf^  zxi- 
sammenfallen^^^i),  d.  h.  fj  ist  ein  Punkt  von  h  und  beiden 
Polarfeldern  ist  in  h  die  Involution  U  H  .V  V^  konjugiert.  — ■ 
Wenn  zwei  Kurven  einen  Punkt  gemeinsam  haben,  so 
haben  sie  noch  einen  zweiten  Punkt  gem einsam (^^^^  Diese 
beiden  gemeinsamen  Punkte  bestimmen  als  Ordnungspunkte^^'^^^ 
in  ihrer  Verbindungslinie  eine  beiden  Kurven  gemeinsam 
konjugierte  Involution;  die  beiden  Kurven  haben  daher  nach 
unserm  Satze  noch  eine  zweite  konjugierte  Punktinvolution 
gemeinsam : 


2.  Haben  zwei  Kurven 
einen  Punkt  gemeinsam,  so 
haben  sie  noch  einen  zweiten 
Punkt  und  eine  konjugierte 
Punktinvolution  gemeinsam. 


2.  Haben  zwei  Kurven 
eine  Tangente  gemeinsam, 
so  haben  sie  noch  eine  zweite 
Tangente  und  eine  konju- 
gierte Strahleninvolution  ge- 
meinsam. 

Zusatz."^  Da  jedem  Kreise  die  zirkuläre  Punktinvolution  z 
konjugiert  ist (^^^8^,  so  haben  zwei  Kreise  nach  unserm  Satze 
noch  eine  konjugierte  Punktinvolution  gemeinsam.  Diese 
zweite  gemeinsame  Punktinvolution  zweier  Kreise,  deren 
Träger  in  der  Planimetrie  Chordale  genannt  wird,  finden 
wir  nach  der  oben  gegebenen  Konstruktion  auf  folgende 
Weise: 

Die  den  beiden  Kreisen  gemeinsam  konjugierte  Involution 
ist  die  zirkuläre  o-;  0^  und  0^  seien  die  beiden  Pole  von  o, 
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d.  1.(114»)  die  Mittelpunkte  der  beiden  Kreise.  Schneidet 
die  Zentrale  0^  (X  =  u  die  uneigentliche  Gerade  o  in  0,  so 
erhalten  wir  den  dem  Punkt  0  in  der  zirkulären  Involution 
0-  homologen  Punkt  U,  indem  wir  in  0^  (oder  0^)  auf  der 
Zentrale  das  Lot  errichten (H''^*).  Ist  nun  dem  Mittelpunkt  0^ 
des  ersten  Kreises  für  den  zweiten  Kreis  der  Punkt  0-^^^ 
und  dem  Mittelpunkt  0^  des  zweiten  Kreises  für  den  ersten 
Kreis  der  Punkt  0^^  konjugiert,  so  ist^^^')  das  in  der  Mitte^^^«) 
von  Oj2  ^21  errichtete  Lot  die  Chordale  der  beiden  Kreise 
(vgl.  139).  

§  17.   Büschel  und  Schar  von  Polarfeldern. 

192  192.  Büschel  von  Polarfeldern.  Wenn  wir  unter 
Beibehaltung  unserer  bisherigen  Bezeichnungsweise  den 
Punkt,  der  dem  Schnittpunkte  U  der  Träger  g  und  h  in  g^ 
entspricht,  durch  G  und  den  dem  Punkte  U  in  /r  homologen 
Punkt  durch  //  bezeichnen,  so  ist  GH=u  die  Polare ^^^^»^ 
des  Punktes  U  für  jedes  Polarfeld,  dem  die  Involutionen  g- 
und  h-  konjugiert  sind.  Der  Pol  von  g,  den  wir  durch  ö^ 
bezeichnen  wollen,  raufs  daher^i^-^*)  in  u  liegen.  Sind  C  und 
Cj  zwei  weitere  homologe  Punkte  von  g-,  so  ist  C^  G^  die 
Polare  von  C  und  der  Punkt  F^,  in  dem  C^  G^  den  Träger 
h   schneidet,    der  Pol    der  Verbindungslinie    von  C  und  V ; 

.  Cr  schneidet  daher  die  Diagonale  u  in  dem  Pole  H^  von  h. 
Es  ist  also  GG^.HH^  die  dem  Polarfeld  konjugierte (^^^»^ 
Involution  der  Diagonale  u.  Da  sie  eine  komponierende (i^'^^) 
der  diagonalen ^'■^^■^)  Involution  GH.G^H^  ist,  so  können 
wir  die  unserm  Polarfeld  in  der  Diagonale  konjugierte 
Involution  als  bestimmt  ansehen  durch  die  beiden  13e- 
dingungen(i^^i),  dafs  sie  eine  komponierende  der  diagonalen 
Involution  ist  und  dafs  in  ihr  dem  Punkte  G  der  Punkt  G^ 
homolog  ist.  Jedes  Polarfeld,  dem  die  Involutionen  ^^  und 
h-  konjugiert  sind,  läfst  sich  also  als  durch  die  Zuweisung 
(GG^)  bestimmt*^!^"^^  ansehen.  Wir  erhalten  daher  sämtliche 
Polarfelder,  denen  g-  und  h^  konjugiert  sind,  wenn  wir  den 
Punkt  (r^  die  Diagonale  u  durchlaufen  lassen  und  für  jede 
Lage  von  G^  das  durch  die  Zuweisung  [G  G^)  bestimmte 
Polarfeld  zeichnen. 

Führen  wir  für  die  Gesamtheit  der  betrachteten  Polar- 
felder einen  neuen  Namen  ein  durch  die 
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1.  Definition:  Der  Inbegriff 

der  Polarfelder,  denen  zwei  ge- 
gebene Panldinvolutioiien  g'-  und 
li^  konjugiert   sind,    keifst    ein 
Büschel  von  Polarfeldern, 
so  können  wir  das  Gesagte 

2.  Für  sämtliche  Polar- 
felder des  Büschels  ist  U  der 
Pol  der  Diagonallinie  u. 

3.  Wir  erhalten  sämtliche 
Polarfelder  des  Büschels  (g  h)^ 
wenn  wir  den  Punkt  Gj  die 
Diagonale  ii  durchlaufen  lassen 
und  für  jede  Lage  von  G^  das 
durch  die  Zuweisung  (G  G.^) 
bestimmte^^^'^  ^^  Polarfeld  zeich- 
nen. 


I.Definition:  Der  Inbegriff 
der  Polarfelder,  denen  zwei  ge- 
gebene Strahleninvolutionen  G^ 
und  H^  konjugiert  sind,  keifst 
eine  Schar  von  Polarfeldern, 
so  zusammenfassen: 

2.  Für  sämtliche  Polar- 
felder der  Schar  ist  u  die  Po- 
lare des  Diagonalpunktes  U. 

3.  Wir  erkalten  sämtliche 
Polarfelder  der  Schar  (G  H), 
wenn  ivir  den  Strahl  gj  um  den 
Diagonalpunkt  U  sich  dreken 
lassen  und  für  jede  Lage  von 
g^  das  durck  die  Zuweisung 
(^^i)  bestimmte  Polaifeld  zeick- 
nen. 


Um  die  im  folgenden  benutzten  Sätze  im  Zusammen- 
hang aufzurühren,  wiederholen  wir  an  dieser  Stelle  den  In- 
halt von  Nr.  187  Z.  —  In  einer  komponierenden  der  diago- 
nalen Involution,  in  welcher  dem  Punkte  G  der  Punkt  G^ 
homolog  ist,  entspricht  dem  Punkte  H  der  Punkt  H^ ,  welcher 
dem  Punkte  G^  in  der  diagonalen  Involution  w^  homolog 
ist(i6«*);  der  Punkt  H^  ist  daher  der  Pol^^^^,)  ^^^  UII=k 
für   das   durch    die  Zuweisung  {G  (rj   bestimmte  Polarfeld. 


4.  Für  das  Polarfeld  (GGJ 
ist  Gj  der  Pol  von  g  und  der 
dem  Punkte  Gj  in  der  diago- 
nalen Punktinvolution  homologe 
Punkt  H^   der  Pol  von  h. 

5.  Für  das  Polarfeld  (GG.) 
ist  G  Gj^ .  H  Hj  die  konjugierte 
Punktinvolution  der  Diagonal- 
linie. 


4.  Für  das  Polarfeld  (gg^) 
ist  g^  die  Polare  von  G  und 
der  dem  Strahl  gj  in  der 
diagonalen  Strakleninvolution 
komologe  Strahl  h-,  die  Polare 
von  H. 

5.  Für  das  Polarfeld  (g  g^) 
ist  g  gj  .  h  hj  die  konjugierte 
Strakleninvolution  des  Diago- 
nalpunktes. 

Unter  den  Polarfeldern  des  Büschels  heben  wir  das- 
jenige hervor,  welches  wir  durch  die  Zuweisung  {G  G)  er- 
halten, für  welches  also  G^  in  G  fällt.  Da  der  Punkt  G^ 
in  seine  Polare  g  fällt,  so  ist  er  ein  Ordnungspunkt ^^^^^^  des 
Polarfeldes.     Es   ist   aber   auch  jeder   Punkt  C  von  g   ein 
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Ordnungspunkt,  denn  er  liegt  ebenfalls  in  seiner  Polare  6\  G^. 
Da  ii/j  in  fJ  fällt,  wenn  G^  in  G  fällt<'^^6>,  so  ist  auch  jeder 
Punkt  von  h  ein  Ordnungspunkt.     Daher: 

6.  Zu  den  Ordnungskurven 


einer  Schar  von  Polarfeldern 
gehört  das  von  den  beiden 
Gegenecken  gebildete  Punkt- 
paar. 


6.  Zu  den  Ordnungskurven 
eines  Büschels  von  Polar- 
feldern gehört  das  von  den 
beiden  Gegenseiten  gebildete 
Geradenpaar. 

z  Zusatz.    Haben  die  Involutionen  g-  und  h-  die  Ordnungs- 

punkte li  K^  und  L  L^,  so  hat  jedes  Polarfeld  eine  Ord- 
nungskurve (^^^^.  Diese  Ordnungskurven  des  Büschels  gehen 
durch  die  vier  Punkte  K  K^  L  L^,  so  dafs  in  diesem  Falle 
unser  Büschel  von  Polarfeldern  identisch  ist  mit  dem  in 
Nr.  102^  definierten  Kurvenbüschel. 

Betrachten  w^ir  die  vier  Ordnungspunkte  K  K^  L  L^ , 
die  man  Grundpunkte  des  Büschels  nennt,  als  Ecken  eines 
Vierecks  und  bezeichnen  die  Gegenseiten  K  L  und  K^  L^ 
durch  g^  und  Aj,  die  Gegenseiten  K  L^  und  K^  L  durch  g^^ 
und  A^,  so  sind  die  Diagonalpunkte  V  und  W^  in  denen 
sich  die  Gegenseiten  g^  h^  und  g.^  k,  schneiden,  die  Ordnungs- 
punkte der  diagonalen  Involution  u-'^^'^^^K  Bezeichnen  vs^ir 
die  hyperbolischen  Involutionen,  welche  je  zwei  Ecken  des 
Vierecks  K  K^  L  L^  als  Ordnungspunkte  in  ihrer  Verbindungs- 
linie bestimmen,  durch  g^  -  u.  s.  w.,  so  ist  den  Gegenseiten 
g^  ^  h^  die  diagonale  Involution  v^  mit  den  Ordnungspunkten 
W  und  U^  und  den  Gegenseiten  g^^- h^"^  die  diagonale  Invo- 
lution w'^  mit  den  Ordnungspunkten  U  und  V  zugeordnet, 
mit  andern  Worten: 

Was  von  den  Gegenseiten  g'^  h^  und  ihrer  diagonalen 

Involution    u'-  gilt,    gilt    auch  von  g^^  h^-  und  v^^  und 

von  ^2 "  ^'2  ^  ^^d  ^^• 
198  193.  Konstruktion  eines  Polarfeldes.  Da  die  Strahlen- 

involution des  Poles  perspektiv  liegt  zu  der  Punktinvolution, 
der  Polare ^^^*'\  so  ist  mit  der  konjugierten  Punktinvolution 
von  g  auch  die  konjugierte  Strahleninvolution  des  Poles  (r, 
gegeben.  Sind  also  C  und  (7,  irgend  zwei  konjugierte 
Punkte  des  Trägers  g^  so  sind  die  Strahlen  c^  und  c,  welche 
C  und  Cj  aus  6r,  projizieren,  zwei  homologe  Strahlen  der 
konjugierten  Involution  von  G^ ;  C  ist  folglich ^^**^*)  der  Pol  von  c 
nnd  C^  der  Pol  von  c^.     Da   der   dem    Punkte  G^  in   der 
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diagonalen  Involution  homologe  Punkt  H^  der  Pol  von  h 
ist(^^-*\  so  ergiebt  sich,  wenn  wir  zwei  konjugierte  Punkte 
von  h  durch  f  und  f^  und  die  Strahlen,  die  sie  aus  H^ 
projizieren,  durch  y^  und  /  bezeichnen,  dafs  V  der  Pol  von 
/  und  fj  der  Pol  von  y^  ist.  Vermittelst  der  konjugierten 
Punktinvolutionen  g'^  und  A"^  und  der  konjugierten  Strahlen- 
involutionen G^^  und  i7j2  läfst  sich  nun  zu  jedem  Punkte 
der  Ebene  die  Polare  und  zu  jeder  Gerade  der  Pol  in 
folgender  Weise  angeben  (Fig.  117): 

1.  Ist  E  ein  beliebiger  Punkt  der  Ebene,  der  aus 
(tj  und  H^  durch  c  und  y  projiziert  wird,  so  ist  die 
Verbindungslinie  e  der  Pole  C  und  V  die  Polare  von  E] 

2.  Ist  e  eine  beliebige  Gerade  der  Ebene,  die  g  und 
h  in  C  und  V  schneidet,  so  ist  der  Schnittpunkt  E  der 
Polaren  c  und  y  der  Pol  von  e. 

Dafs  wir  durch  diese  Zuweisung  ein  Polarfeld  erhalten, 
ist  zwar  durch  das  Vorhergehende  bereits  bewiesen;  wir 
geben  aber  noch  einen  direkten  Beweis,  weil  dieser  die 
Grundlage  für  die  folgenden  Betrachtungen  bildet.  Wir 
haben  also  zunächst  zu 
zeigen(^^^'>:  Wenn  E  sich 
in  einer  Gerade  /'  bewegt, 
so  beschreibt  die  zugeord- 
nete Gerade  e  einen  ge- 
raden Strahlenbüschel  F. 

Bewegt  sich  der  Punkt 
E  in  /,  so  beschreiben  c 
und  y  die  zu  /  Perspek- 
tiven Strahlenbüschel  G^ 
und  i/j,  die  g  und  h  in 
den  projektiven  Punkt- 
reihen (7j  und  Tj  schnei- 
den. Es  bilden  daher  auch 
Cund  r  zwei  projektive^^^ 
Punktreihen  in  g  und  7^,  und 
weil  diese  in  perspektiver 
Lage  sind,  gehen  die  Verbindungslinien  CT  durch  J^^^^V 
Am  besten  läfst  sich  die  Bewegung  der  einzelnen  Elemente 
aus  dem  folgenden  Schema  ersehen^^'^  ^'^ : 

C(«".)  A  C'jffj  7\  i' [^J  A  r/«^'>  A  r. 


Fig.  117. 


k 
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Fällt  der  Punkt  E  in  den  Schnittpunkt  von  /  und  u,  so 
fällt  1.  C,  in  G  und  C  daher  in  U,  2.  r^  in  H  und  r  da- 
her ebenfalls  in  U.  Die  beiden  projektiven  Punktreihen  C 
und  r,  die  wir  in  g  und  h  erhalten,  sind  daher  in  perspek- 
tiver Lage ;  die  Verbindungslinie  Cr  =  e  beschreibt  also 
einen  zur  Punktreihe  E  projektiven  geraden  Strahlenbüschel, 
dessen  Mittelpunkt  wir  F  nennen.  —  Schneidet  die  G-erade  /' 
die  Träger  g  und  h  in  B  und  B,  so  gehen,  wie  wir  eben 
bewiesen  haben,  die  den  Punkten  B  und  B  zugeordneten 
Geraden  G^  B^  und  H^  B^  durch  F-^  zeichnen  wir  also  um- 
gekehrt wieder  zu  F  die  zugeordnete  Gerade,  so  erhalten 
wir  /.  Je  zwei  zugeordnete  Elemente  entsprechen  einander 
mithin  zweifach,  d.  h.  die  beiden  reziproken  Felder  sind  in 
involutorischer  Lage  und  bilden  ein  Polarfeld ^'^^i'. 
z  Zusatz,     Die   eben   benutzten  Strahleninvolutionen  G^  ^ 

und  H^-^  die  perspektiv  zu  ^-  und  A'^  liegen,  erzeugen  als 
Gegenecken^'^'^)  eine  diagonale  Involution,  deren  Mittelpunkt 
U  ist,  weil  dem  Strahle  G^{G)  der  Strahl  G^{U)  und  dem 
Strahle  II^{H)  der  Strahl  H^{U)  homolog  ist.  Von  der 
diagonalen  Involution  U'^  sind  U(G^)  =  g^  und  U{H^)  =  h^ 
zwei  homologe  Strahlen^' 3^^.  Ferner  sind  auch  g  und  h  zwei 
homologe  Strahlen.  Schneiden  sich  nämlich  irgend  zwei 
Strahlen  c  und  y  von  G^  und  H^  in  einem  Punkte  (7,  von 
^,  so  liegen,  wenn  wir  den  Schnittpunkt  von  /  und  h  durch 
fj  bezeichnen,  die  homologen  Punkte  C  und  V  in  einem 
Strahle  c^  von  G^ ;  c^  und  y^  schneiden  sich  also  in  f,  das 
ist  in  einem  Punkte  von  h.  Die  diagonale  Strahleninvolution 
U-  der  Gegenecken  G^j^  und  i?^^  liegt  mithin  perspektiv  zu 
der  diagonalen  Punktinvolution  ii^  der  Gegenseiten  g-  und  /<2. 
194  194.  Die  dem  Büschel  adjung-ierten  Involutionen. 
Schneidet  die  beliebige  Gerade  e  die  Träger  g  h  u  in  C  T  A 
(Fig.  118),  so  liegen  die  homologen  Punkte  C,  f^  i:?  ebenfalls 
in  einer  Gerade^^-^^^  und  die  Hauptinvolution  in  e  ist,  wenn 
wir  den  Schnittpunkt  von  C  T  und  C^  f^  durch  A  bezeichnen, 
bestimmt  durch  den  Wurf  CT  .A  ki^^'°^).  Die  diagonale  In- 
volution ist  bestimmt  durch  G  H .  A  B^^^^^\  und  weitere 
homologe  Punkte  G^  H^  dieser  diagonalen  Involution  ergeben 
gißlj(iöG)^  wenn  wir  irgend  zwei  Punkte  D  und  A  von  g 
und  //,  die  mit  A  in  einer  Gerade  liegen,  aus  C,  und  f^ 
auf  die  Diagonale  u  projizieren.  Für  das  Polarfeld  {G  G^) 
nun    ist   die  Verbindungslinie  C^  (r^   die  Polare  von  C;   sie 
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schneidet  daher  die  Gerade  e  in  dem  dem  Punkte  C 
konjugierten  Punkte  C^^^^^\  Ferner  ist  die  Verbindungslinie 
Tj  i/^(i9-'*)  die  Polare  von  r,  sie  schneidet  daher  e  in  dem 
dem  Punkte  T  konjugierten  Punkte  V.  Die  dem  Polarfelde 
[ß  G^  konjugierte  In- 
volution der  Gerade  e 
ist  daher  CC.Vr'. 
Dies  ist  eine  kom- 
ponierende von 
Cr.C'ra'5-.);C'undr 
aber  bilden,  wie  das  Vier- 
eck C,  r^  U  A  zeigt,  ein 
Punktpaar  der  Haupt- 
iuvolution  C  r  .  ^  A,  so 
dafs  die  dem  beliebigen 


Fig.  118. 


— _,  — 

Polarfelde  {G  G^)  konjugierte  Involution  der  Gerade  e  eine 
komponierende   der   durch   die  Gegenseiten  g-   und  1i^  in  p 


induzierten  Hauptinvolution  ist. 

1.  Lehrsatz:  In  jeder  Ge- 
rade werden  durch  die  Polar- 
felder des  Büschels  konjugierte 
Involutionen  erzeugt^  die  kom- 
ponierende der  Hauptpunkt- 
involution  dieser  Gerade  sind. 


1.  Lehrsatz:  In  jedem  Funkte 
werden  durch  die  Folarfelder 
der  Schar  konjugierte  Involu- 
tionen erzeugt^  die  komponierende 

der    Hauptstrahleninvolution 
dieses  Punktes  sind. 


Oder,    wenn    wir   das  Wort   adjungiert^^^^  ^i>    auch   auf 
Polarfelder  anwenden  (vgl.  214): 


2.  Die  Hauptpunktinvolution 
einer  beliebigen  Gerade  ist 
jedem  Polarfelde  des  Büschels 
adjungiert. 


2.  Die  Ilauptstrahleninvolu- 
tion  eines  beliebigen  Punktes 
ist  jedem  Polarfelde  der  Schar 
adjungiert. 


Befreien  wir  diesen  Satz  von  dem  Begriffe  des  Büschels, 
so  erhalten  wir  die  allgemeinste  Form  des  Lehrsatzes  von 
Desargues(iß^): 


3.  Sind  zwei  Gegenseiten 
einem  Polarfelde  konjugiert,  so 
ist  die  Hauptpunktinvolution, 
die  die  beiden  Gegenseiten  in 
einer  beliebigen  Gerade  in- 
duzieren'<^^^\  dem  Polarfelde 
adjungiert.   — 


3.  Sind  zwei  Gegenecken 
einem  Polarfelde  konjugiert,  so 
ist  die  Hauptstrahleninvolution ^ 
die  die  beiden  Gegenecken  in 
eiiiem  beliebigen  Punkte  in- 
duzieren, dem  Polarfelde  ad- 
jungiert. — 
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Weil  jedes  Polarfeld  des  Büschels  durch  eine  kom- 
ponierende der  diagonalen  Involution  bestimmt  ist(^^''\  so 
ergiebt  sich   (als  besonderer  Fall  des  vorstehenden  Satzes) : 


4.  Sind  zwei  Gegenseiten 
einem  Polarfelde  konjugiert^  so 
ist  ihre  diagonale  Involution 
dem  Polarfelde  adjungiert. 


4.  Sind  zwei  Gegenecken 
einem  Polarfelde  konjugiert,  so 
ist  ihre  diagonale  Involution 
dem  Polarfelde  adjungiert. 


195  195.  Die  Polkurve.     Für  das  Polarfeld  {G  G^)  ist  die 

Verbindung'slinie  C^  G^  (Fig.  119)  die  Polare  von  C  und 
r^H^  die  Polare  von  f;  der  Schnittpunkt^  von  C^G^  und 
r^  11^  ist  daher  der  Pol  der  Gerade  C  T  =  e.  Durchläuft 
(tj  die  Diagonale  (dreht  sich,  mit  andern  Worten,  die  zur 
Konstruktion    der    Punktpaare    G^  11^    benutzte^^^^^    Gerade 

Dl    um    Ä)^    so    be- 
schreiben   C^(6rj)    und 
r^(//j)  zwei  projektive 
Strahlenbüschel,    ihr 
Schnittpunkt  E,  der  Pol 
von    e,    daher   eine   zu 
Gj   projektive  Punktreihe 
zweiter  Ordnung.  Diese 
Punktreihe  zweiter  Ord- 
nung heifst  die  Polkurve 
der  Gerade  e.     Da  sie 
nach  unserer  Konstruk- 
tion erhalten  wird  durch  Projektion  der  diagonalen  Involution 
{G,II\)  oder(>36Z)  ^er  Hauptinvolution  (CT')  aus  C^  mid  r^, 
so  ist  die  diagonale  Involution  von  u  und  die  Hauptinvolution 
von    e    der    Polkurve    konjugiertc-^^^^     Da    G    und   H  zwei 
homologe  Punkte  der  diagonalen  Involution  sind^-^^^^),   so  ist 
auch  der  Diagonalpunkt   U  ein  Punkt  unserer  Kurve.     Wir 
haben  daher  folgenden 


Fig.  119. 


Lehrsatz:  Die  Pole  jeder 
Gerade  e  für  sämtliche  Polar- 
felder des  Büschels  liegen  in 
einer  Kurve  zweiter  Ordnung. 
Diese  Polkurve  ist  bestimmt 
durch  die  diagonale  Involution 
u^,  die  Hauptinvolution  e^  und 
den  Diagonalpunkt  U. 


Lehrsatz :  Die  Polaren  jedes 
Punktes  E  für  sämtliche  Polar- 
felder der  Schar  bilden  einen 
Strahlenbüschelzweiter  Ordnung. 
Dieser  Polai^enhüschel  ist  be- 
stimmt durch  die  diagonale  In- 
volution U",  die  Hauptinvolution 
E"^  und  die  Diagonallinie  u. 
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Zusatz.  Aus  unserer  Konstruktion  ergiebt  sich  noch  z 
eine  zweite  Bestimmungsweise  der  Polkurve.  Wir  erhielten 
die  Polkurve,  indem  wir  den  Strahl  AD  ti  um  A  sich  drehen 
liefseu  und  die  Punkte  D  und  A  aus  C^  und  V^  projizierten. 
Wir  haben  also  den  einfachsten  Fall  der  Kurvenkonstruktion 
vor  uns^^^^^^.  C,  und  V^  sind  als  Mittelpunkte  der  pro- 
jektiven Strahlenbüschel  Punkte  der  Polkurve,  ihre  Tangenten 
schneiden  sich  in  J,  so  dafs  die  Polkurve  bestimmt  ist 
durch  ihre  drei  Punkte  C^  V^U  und  den  Schnittpunkt  A  der 
und  r^ : 

1.  Wird  ein  beliebiger 
Punkt  E  aus  GHU  durch 
cy  a  projiziert,  so  enthält  der 
zugeordnete  Polarenbüschel 
E^^  die  Strahlen  c^  und  /j, 
und  die  Berührungspunkte 
von  Cj  und  y^  liegen  in  a.  — 


Tangenten  in  C^ 

1.  Schneidet  eine  beliebige 
Oerade  6?  die  Träger  g  h  u  in 
CV  A^  so  geht  die  zugeord- 
nete Polkurve  e, '^  durch  C^ 
und  r^,  und  die  Tangenten 
von  Cj  und  f^  schneiden  sich 
in  A.  — 


Sind  die  Involutionen  ^^  ^md  7^2  hyperbolisch,  so  wird 
Cy  von  C  durch  die  Ordnungspunkte  K K^^  fj  von  f  durch 
die  Ordnungspunkte  L  L^  harmonisch  getrennt^^^«^.  Da  in 
diesem  Falle  von  den  Trägern  g^  h^  und  g^  h^  der  Gegen- 
seiten dasselbe  gilt  wie  von  g  /i^^^^  ^\  so  können  wir  unsern 
Satz,  indem  wir  ihn  vom  Begriff  des  Büschels  loslösen,  so 
aussprechen : 


2.  Sdtz  vom  Kegelschnitt  der 
9  Funkte.  Die  6  von  einer 
beliebigen  Gerade  e  durch  je 
^wei  Ecken  eines  Vierecks 
harmonisch  getrennten  Punkte 
und  die  3  Diagonalpunkte 
des  Vierecks  liegen  in  einem 
Kegelschnitt.  Die  Verbin- 
dungslinien zweier  Kurven- 
punkte, die  in  zwei  Gegen- 
seiten des  Vierecks  liegen, 
gehen  durch  den  Pol  von  e 
und  haben  den  Schnittpunkt 
von  e  und  der  zugeord- 
neten^^^^)  Diagonallinie  zum 
Pol.  — 


2.  Satz  vom  Kegelschnitt  der 
,9  Tangenten.  Die  6  von 
einem  beliebigen  Punkte  E 
durch  je  zwei  Seiten  eines 
Vierseits  harmonisch  getrenn- 
ten Geraden  und  die  3  Dia- 
gonallinien des  Vierseits  um- 
hüllen einen  Kegelschnitt. 
Die  Schnittpunkte  zweier 
Kurventangenten,  die  durch 
zwei  Gegenecken  des  Vier- 
seits gehen,  liegen  in  der 
Polare  von  E  und  haben  die 
Verbindungslinie  von  E  und 
dem  zugeordneten  Diagonal- 
punkt zur  Polare.  — 


232  II.    Das  Polarfeld. 

Fällt  e  mit  der  uneig-entlichen  Gerade  zusammen,  so 
sind  C^,  Tj  u.  s.  w.  die  Mitten^-'«)  der  Gegenseiten  unsers 
Vierecks.  Nehmen  wir  weiter  an,  dafs  von  dem  Viereck 
K  K^L  Xj  zwei  Seiten  auf  ihren  Gegenseiten  senkrecht 
stehen,  so  ist  die  Hauptinvolution (^3*  ^^  von  e  zirkulär;  die 
Polkurve  ist  also,  weil  ihr  die  Hauptinvolution  von  e  kon- 
jugiert ist,  ein  Kreis^^-^^^).  Als  besonderer  Fall  des  vorher- 
gehenden Satzes  ergiebt  sich  daher  der  aus  der  Planimetrie 
bekannte 

3.  Satz  des  FeuerhacL  In  einem  Viereck,  in  dem 
zwei  Seiten  auf  ihren  Gegenseiten  senkrecht  stehen, 
liegen  die  Mitten  der  6  Seiten  und  die  3  Diagonal- 
punkte in  einem  Kreise.  Die  Verbindungslinie  der 
Mitten  zweier  Gegenseiten  geht  durch  den  Mittelpunkt^^^^«) 
des  Kreises  und  steht  auf  der  zugeordneten  Diagonal- 
linie senkrecht('^2j  ^^j^^j  halbiert  sie^-'-^). 

Die  Form,  in  welcher  der  Feuerbachsche  Satz  ge- 
wöhnlich ausgesprochen  wird,  erhält  man^^^^  a)^  ^^gj^j^  j^^j^ 
beachtet,  dafs  ein  Viereck  KK^  LL^,  in  welchem  zwei  Seiten 
auf  ihren  Gegenseiten  senkrecht  stehen,  sich  ansehen  läfst 
als  ein  Dreieck  K  K^  L  mit  dem  Höhenschnittpunkt  L^ ;  die 
Fufspunkte  der  Höhen  dieses  Dreiecks  sind  die  Diagonal- 
punkte des  Vierecks.  — 

Nebenbei  mag  bemerkt  werden,  dafs  man  noch  durch 
eine  andere  Spezialisierung  zum  Satz  des  Feuerbach  gelangen 
kann,  indem  man  von  einem  Viereck  K  K^  L  L^  ausgeht,  in 
welchem  die  vierte  Ecke  L^  der  Schwerpunkt  des  von  den 
drei  andern  Ecken  KK^L  gebildeten  Dreiecks  ist.  Man 
hat  dann  den  Kegelschnitt  der  9  Punkte  für  diejenige  Ge- 
rade e  zu  zeichnen,  die  die  von  den  Fufspunkten  der  Höhen 
durch  die  Ecken  des  Dreiecks  KK^  L  harmonisch  getrennten 
Punkte  enthält.  Hier  aber  soll  auf  die  Begründung  dieser 
Bemerkung  und  auf  die  aus  ihr  zu  ziehenden  Folgerungen 
nicht  näher  eingegangen  werden. 

Amnerkimg.  Geht  die  Gerade  e  durch  /7,  so  dafs  C 
und  r  in  U  liegen,  so  fällt  C,  in  G  und  fj  in  //;  der 
Schnittpunkt  E  von  C^G^  und  V^II^,  d.  i.  von  G  G^  und 
i/i7j,  liegt  also  in  u^  ist  aber  im  übrigen  unbestimmt. 
Fällt  G^  in  G,  H^  also^i^^»)  in  //,  so  wird  der  Schnittpunkt 
E  ganz  unbestimmt.     Unsere  Konstruktion   reicht   also  für 
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diesen  Fall  nicht  aus.  Wir  sahen  aber  schon^^^^^,  dafs  wir  die 
Punkte -£/  auch  finden  können,  indem  wir  die  homologen  Punkte 
der  Hauptinvolution  von  e  aus  C,  und  r^,  in  unserm  Falle 
also  aus  G  und  H  projizieren.  Da  diese  Hauptinvolution, 
wenn  e  durch  U  geht,  hyperbolisch  ist  und  die  Ordnungs- 
punkte  U  und  A  hat^^-^^  '^\  so  erhalten  wir  als  Ort  für  die 
Schnittpunkte  homologer  Strahlen  die  von  e  durch  g  und  k 
harmonisch  getrennte  Gerade  e'^-^^^i);  dazu  kommt  als  zweite 
Gerade  die  Diagonale  w,  weil  die  homologen  Strahlen  C^  {Ä) 
und  r^  {Ä)  mit  xi  zusammenfallen.  —  Dafs  auch  dann,  wenn 
e  durch  U  geht,  der  Satz  richtig  bleibt,  dafs  die  Pole  E 
von  e  eine  zu  G^  projektive  Punktreihe  bilden,  beweisen 
wir  durch  folgende  Betrachtung. 

Geht  die  Gerade  e  durch  U^  so  liegt  ihr  Pol  in  der 
Polare  von  U  und  ist  der  Punkt  E  von  u^  welcher  in  der 
durch  die  Zuweisung  (6r  G^)  bestimmten  konjugierten  In- 
volution von  u  dem  Punkte  A  homolog  ist.  Dieser  Punkt 
beschreibt  aber  nach  Nr.  166.>  eine  zu  G^  projektive  Punkt- 
reihe. —  Für  die  Kurve  des  Büschels,  weiche  aus  dem 
Geradenpaar  gh  besteht^i^-e»^  wird  der  Pol  von  e  unbestimmt: 
jeder  Punkt  der  von  e  durch  g  und  A  harmonisch  getrennten 
Gerade  e'  kann  als  Pol  angesehen  werden.     Daher: 

Für  eine  Gerade  ^,  welche  |       Für  einen  Punkt  E^  welcher 


durch  den  Diagonalpunkt  U 
geht,  zerfällt  die  Polkurve  in 
zwei  Geraden:  die  Diagonal- 
linie und  die  von  e  durch  g 
und  h  harmonisch  getrennte 
Gerade  e\ 


in  der  Diagonallinie  u  liegt, 
zerfällt  der  Polarenbüschel 
in  zwei  Punkte :  den  Diagonal- 
punkt und  den  von  E  durch 
G  und  //  harmonisch  ge- 
trennten Punkt  E'. 


196.  Absolut  konjug-ierte  Punkte.  In  jedem  Polar- 19& 
felde  des  Büschels  ist  dem  beliebigen  Punkte  E  eine  be- 
stimmte Gerade  e  als  Polare  zugeordnet,  die  wir  finden^^^^i)^ 
indem  wir  E  aus  G^  und  E^\  den  Polen  von  g  und  A, 
durch  c  und  /  projizieren  und  die  Pole  C  und  T  von  c  und 
7  durch  die  Gerade  e  verbinden.  Wir  erhalten  die  Polaren 
e  des  festen  Punktes  E  für  sämtliche  Polarfelder  des 
Büschels,  indem  wir  den  Punkt  G^  die  Gerade  u  durchlaufen 
lassen (i^^s)  u^d  für  jede  Lage  von  G^  in  der  eben  an- 
gegebenen Weise  die  Polare  e  zeichnen.  Bei  dieser  Be- 
wegung   des    Poles    (r^     ergiebt    sich    die    Bewegung    der 
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einzelnen  Elemente  am  übersichtlichsten  (Fig.  120)  aus  dem 
folgenden  Schema^^"^): 

C(«-'>)  Ä  c,  [E]  K  G,»'.)  Ä  H,  [E]  Ä  r, («■'>)  Ä  r. 

Fällt  G^  in  G,  so  fällt  C,  ebenfalls  in  G  und  C  daher 
in  U.  Da  gleichzeitig  H^  in  H  fällt(i92,)^  g^  f^nt  r^  eben- 
falls in  H  und  daher  f 
in  U.  Die  von  C  und 
r  beschriebenen  Punkt- 
reihen sind  daher  in  per- 
spektiver Lage^-^*);    die 

Verbindungslinie 

e  =  C  r,  die  Polare  des 

Punktes  E,   beschreibt 

daher  einen  zu  G^  pro- 

j..    J20  jektivenStrahlenbtischel 

erster  Ordnung,  dessen 

Mittelpunkt   wir   mit  E^  bezeichnen   wollen.     Das  Ergebnis 

fassen  wir  zusammen  in  dem  Satze: 


1.  Zeichnet  man  sämtliche 
Polarfelder  des  Büschels,  in- 
dem man  der  Seite  g  der 
Reihe  nach  jeden  Punkt  (r, 
der  Diagonale  u  als  Pol  zu- 
weist, und  bestimmt  in  jedem 
dieser  Polarfelder  die  Polare 
des  festen  Punktes  E,  so  er- 
hält man  einen  Strahlen- 
büschel erster  Ordnung  E^, 
der  projektiv  auf  die  von 
Gj  in  u  beschriebene  Punkt- 
reihe bezoeren  ist. 


1.  Zeichnet  man  sämtliche 
Polarfelder  der  Schar,  indem 
man  der  Ecke  G  der  Reihe 
nach  jeden  Strahl  g^  des 
Diagonalpunktes  U  als  Polare 
zuweist,  und  bestimmt  in  jedem 
dieser  Polarfelder  den  Pol 
der  festen  Gerade  e,  so  er- 
hält man  eine  Punktreihe 
erster  Ordnung  e^,  die  pro- 
jektiv auf  den  von  g^  um  U 
beschriebenenStrahlenbüschel 
bezogen  ist. 


Weil  alle  Polaren  von  E  durch  E^  hindurchgehen, 
bilden  E  und  E^  ein  Paar  konjugierter  Punkte^^^^«)  für  jedes 
Polarfeld  des  Büschels.  Nennen  wir  zwei  solche  Punkte 
absolut  konjugiert^  so  haben  wir : 


2.  Jedem  Punkte  E  ist  Jan- 
sichtlich  aller  Polarfelder  des 
Büschels  ein  bestimmter  Punkt 
E^     konjugiert.      E     und     E^ 


2.  Jeder  Gerade  e  ist  hin- 
sichtlich aller  Polarfelder  der 
Schar  eine  bestimmte  Gerade 
e^  konjugiert,    e  und  e^  werden 
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ziuei  {] linde Ittllrli  der  Schar  oder) 
absohlt  koiijiujiirte  Geraden 
genannt. 


werden  zwei  {hinsichtlich  des 
Büschels  oder)  absolut  konju- 
gierte Punkte  genannt. 

197.  Konstruktion  des  absolut  konjug-ierten  Punktes.  i9' 

Wir  haben  gesehen^^^'^),  dafs  ein  dem  Punkte  E  liinsiehtlicli 
sämtlicher  Polarfelder  des  Büschels  konjugierter  Punkt  E^ 
existiert.     Jetzt  wollen  wir  zeigen,  wie  man  E^  findet. 


1.  Aufgabe:  Den  Punkt  zu 
zeichnen,  der  einem  gegebenen 
Punkte    absolut   konjugiert  ist. 


1.  Aufgabe:  Die  Geradezu 
zeichnen^  die  einer  gegebenen 
Gerade    absolut   konjugiert   ist. 


Wir  legen  durch  E  (Fig.  121)  eine  beliebige  Gerade, 
die  die  Träger  ghu  in  C^A^G^  schneidet;  die  homologen 
Punkte,  die  wir  C  A  II^  nennen,  liegen  in  einer  Gerade^^^^), 
die  die  Verbindungslinie  E  U  im  Punkte  X  treffen  möge. 
Schneidet  die  Verbindungslinie  X  G^  die  Träger  g  und  h 
in  D  und  f,  so  bilden  CDf  ä  ein  Viereck,  von  dem  X 
und  U  zwei  Diagonalpunkte  sind.  Wir  behaupten,  dafs  der 
dritte  Diagonalpunkt,  der  Schnittpunkt  der  Gegenseiten  Cf 
und  D  A,  der  dem  Punkte  E  absolut  konjugierte  Punkt  E^  ist. 

Beweis :  Betrachten  wir  das  Viereck  E  X  G^H^ 
(vergl.  133),  so  sehen  wir,  dafs  zwei  Paar  Gegenseiten  die 
Träger  g  und  h  in  homologen  Punkten  schneiden;  es  müssen 
daher  auch  die  Gegenseiten  E  H^  und  X  G^  die  Träger  g 
und  h  in  homologen 
Punkten  schneiden*^^-^  ^^ ;  \r 

E  H^  schneidet  also  g 
und  h  in  den  den  Punk- 
ten D  und  r  homologen 
Punkten  D^  und  f^.  — 
Durch  die  Zuweisung 
{G  G^)  ist  ein  Polarfeld 
des  Büschels  bestimmt, 
für  w^elches  C  der  Pol 
von  6\  G^  und  f  der 
Pol  von  fj  H^^  CV  also 
die  Polare  von  E  ist. 
—  Durch  die  Zuweisung  {G  H^)  ist  ein  zweites  Polarfeld 
bestimmt,  für  welches  G^  der  Pol  von  h  ist^^^^j,  Ym  dieses 
Polarfeld  ist  D  der  Pol  von  D^  H^  und  A  der  Pol  von 
Aj  6^2,    i>  A    also    die   Polare    von   E.     E^    ist   mithin   der 


Fig.  121. 
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2.  Je  zwei  absolut  konju- 
gierte Geraden  werden  durch 
die  Gegenecken  G  und  // 
harmonisch  g-etrennt.  — 


Schnittpunkt  zweier  Polaren  des  Punktes  E  und  daher  dem 
Punkte  E  absolut  konjugierte^ ^^).  — 

Aus  dem  Viereck  C I)  T  A  ergiebt  sich  noch,  weil  die 
Gegenseiten  des  Diagonalpunktes  ü  durch  die  beiden  andern 
Diagonalpunkte  E^  und  X  harmonisch  getrennt  werden('^'**> 
und  E  in  der  Diagonallinie  X  U  liegt,  der  Lehrsatz  (der 
sich  auch  als  eine  Folgerung  aus  Nr.  192^  betrachten  liefse): 

2.  Je  zwei  absolut  konju- 
gierte Punkte  werden  durch 
die  Gegenseiten  g  und  h 
harmonisch  getrennt.  — 

Da  wir  die  eben  angegebene  Konstruktion  noch  mehr- 
mals anzuwenden  haben,  so  fassen  wir  sie  in  übersichtlicher 
Form  zusammen  (Fig.  121): 

3.  Um  den  dem  Punkte  E  für  den  Büschel  (gh)  absolut 
konjugierten  Punkt  E^  zu  finden,  projizieren  wir  aus  E  zwtI 
beliebige  homologe  Punkte  (r^  und  IJ^  von  ?/-.  Werden  die 
Träger  g  und  h  von  dem  Strahle  EiG^)  in  6\  und  A^,  von 
dem  Strahle  E{B^)  in  D^  und  r^  geschnitten,  so  ist  der 
Schnittpunkt  E^  von  C  f  und  Z>  A  der  dem  Punkte  E 
absolut  konjugierte  Punkt, 
z  Zusatz.    Fällt  der  Punkt  E  zusammen  mit  einem  Punkte 

A  (Fig.  122),  in  dem  die  Gerade  CT  von  der  Verbindungs- 
linie der  homologen  Punkte  C, 
und  r^  geschnitten  wird,  so  läfst 
sich  der  dem  Punkte  A  absolut 
konjugierte    Punkt    A,    vermittelst 


Vierecks    C  C,  f  f^    zeichnen. 


Fig.  i: 


des 

—  Für  das  Polarfeld  (GA)  ist  C, 
der  Pol  von  CA  und  f  der  Pol 
von  r^  B,  C,  r  also  die  Polare 
von  A.  —  Für  das  Polarfeld  {Gßj 
ist   C   der  Pol    von  6',  ß   und  f, 


der  Pol  von  f  A,  C^^  also  die 
Polare  von  A.  Die  Geraden  C^f  und  Cf^  schneiden  sich 
also  in  dem  dem  Punkte  A  absolut  konjugierten  Punkte  A^  : 
Sind     C  C,     irg-end     zwei  i       Sind      c  c,      irgend 


zwei 


homologe  Punkte  von  g-  und 
r  r^  irgend  zwei  homologe 
Punkte    von    A-,    so    bilden 


homologe  Strahlen  von  G'-^ 
und  y  ;\  irgend  zwei  homo- 
loge   Strahlen    von    //-,    so 
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C  C^r  r^  ein  Viereck,  von 
dem  U  ein  Diag-onalpunkt  ist. 
Die  beiden  andern  Diag-onal- 
punkte  sind  zwei  absolut 
konjugierte  Punkte. 


bilden 


yy,    ein  Vierseit, 


von  dem  u  eine  Diagonallinie 
ist.  Die  beiden  andern  Dia- 
gonallinien sind  zwei  absolut 
konjugierte  Geraden. 


198.   Die  Kurve  der  absolut  konjug-ierten  Punkte.  i98 

Um  zum  Punkte  E  den  absolut  konjugierten  7^,  zu  zeichnen, 

legten  wirC^?)  durch  E  eine  beliebige  Gerade,  die  die  Träger 

!jhu   in  6;Aj6\    schnitt  (Fig.  121).     Lassen   wir  nun  den 

Punkt  .Ä"  auf  dieser  Gerade  sich  bewegen,  so  bleiben  aufser 

^1^1  ^'2    auch  die  Punkte  CA/T^   fest.     Bewegt  sich  daher 

E  in  CjAj,   so   beschreibt  X,   weil  EUX  in  einer  Gerade 

hegen,  in  CA  eine  zu  E  Perspektive  Punktreihe  und  wir 
haben^37A); 

Die  konjugierten  Punkte  E^  stellen  sich  also  als  die 
Schnittpunkte  liomologer  Strahlen  zweier  projektiven  Strahlen- 
büschel dar,  d.  h.(42)  gie  bilden  eine  krumme  Punktreihe. 

Aus  dem  Viereck  C  h  I)  V  geht  hervor,  dafs  die  Gegenseiten 
C(r)  und  A  (i>)  die  Diagonale  u  in  homologen  Punkten  der 
diagonalen  Involution^^^s;  ^^j  ^ie  Gerade  C^  A^  in  homo- 
logen Punkten  ihrer  Hauptinvolution (^^ez)  schneiden.  Die 
Kurve  der  absolut  konjugierten  Punkte  ist  also  identisch 
mit  der  Kurve  der  Pole  von  C.  A.  flir  die  Polarfelder  des 
BüschelsC'^ö). 

Die  den  Funkten  einer   Ge- 
rade    e     absolut     konjugierten 


Punkte  bilden  eine  zur  Funkt- 


reihe 


projektive      krumme 


Punktreihe^    die    mit   der  Fol- 
kurve  von  e  identisch  ist. 


Die  den  Strahlen  eines  Punk- 
tes E  absolut  konjugierten  Ge- 
raden bilden  einen  zum  Strah- 
lenbüschel E  jirojektiveii  krum- 
men Strahlenbüschel,  der  mit 
dem  Polarenbüschel  von  E 
identisch  ist. 


199.  Zweite  Konstruktion  des  absolut  konjugierten  199 
Punktes.  Wir  fandenO^T)  den  dem  Punkte  E  absolut  kon- 
jugierten Punkt  £'j,  indem  wir  mE  die  Polaren  zeichneten 
für  die  Polarfelder  iß  G^)  und  {GH,).  Wir  geben  jetzt 
noch  die  besondere  Konstruktion,  die  sich  ergiebt,  wenn 
man    die   Polarfelder  {G  Gy^^''^)  und   {GH)    zur  Zeichnung 


von  E^  wählt. 


Schneidet  EH  (Fig.  123)  den  Träger  g 
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in  C^  und  E  G  den  Träger  h  in 


fj,    so    ist,    weil   für   das 


Polarfeld  {GH)  das  Dreieck  U  GH  ein  Poldreieck^^^^^«)  ist, 
C  der  Pol  von  EH  und  V  der  Pol  von  EG,  CV  also  die 
Polare  von  E.  Ferner  sind  von  dem  Viereck  C^V^G  H  die 
Punkte  U  und  E  zvs^ei  Diagonalpunkte;  zeichnet  man  noch 
den  dritten,  den  Schnittpunkt  B  von  GH  und  C^  r^,  so 
geht  die  Verbindungslinie  ÜB,  weil  sie  von  E  durch  ^  und 
h  harmonisch  getrennt  ist,  ebenfalls  durch  den  konjugierten 
Punkt  J^^(i9^2\  Dieser  ergiebt  sich  also  als  der  Schnitt- 
punkt von  C  r  und  U  B. 
z  Zusatz.      Diese     Konstruktion     führt     uns     zu     einem 

wichtigen  Satze  über  die  Hauptstrahleninvolution,  welche 
die  Gegenseiten  g-  und  Ir  und  die  diagonale  Involution  u- 
in  einem  beliebigen  Punkte  E  induzieren "^^'^^  Wir  wenden 
unsere  Aufmerksamkeit  der  Gerade  zu,  die 
den  Punkt  E  mit  seinem  absolut  konjugierten 
E^  verbindet,  um  nachzuweisen,  dafs  der 
Strahl  E{E^)  in  der  Hauptinvolution  von  E 
dem  Strahle  E (U)  homolog  ist.  —  In  der 
ersten  der  beiden  Strahleninvolutionen,  durch 
welche  g-  und  /r  aus  E  projiziert  werden, 
ist  dem  Strahle  E{U)  der  Strahl  E (G) 
homolog;  diesem  entspricht,  weil  E{G)  den 
Träger  h  (Fig.  123)  in  f^  schneidet,  in  der 
zweiten  Involution  E (f).  Ferner  ist  dem  Strahle  E {U)  in 
der  zweiten  Involution  der  Strahl  E  {H)  homolog;  diesem 
entspricht,  weil  E  (H)  den  Träger  g  in  C,  schneidet,  in  der 
ersten  Involution  der  Strahl  E{C).  Der  dem  Strahle  E{U) 
in  der  resultierenden  Involution  homologe  Strahl  ist  also^'^^^ 
der  von  E{U)  durch  ^'(f)  imd  E {C)  harmonisch  getrennte. 
Dies  ist  aber  E{E^),  weil,  wie  sich  aus  dem  Viereck 
GHC^r^  ergiebt(24,)^  U(EB.GH)  ein  harmonischer  Wurf 
ist,  E^  also^^i»)  von  ü  E  durch  C  und  f  harmonisch  ge- 
trennt wird: 

In  der  Hauptstralileninvolu- 
tioRy    welche  durch  die  Gegen - 


Fig.  123. 


Seiten  g"  und  h'^  und  die  dia- 
gonale Involution  U"  in  einem 
beliebigen  Punkte  E  induziert 
icird,  sind  die  beiden  Strahlen, 
ivelche  diirch  den  Diagonalpunkt 


In  der  Hawptpunktinvolution, 
welche  durch  die  Gegenecken  G^ 
and  H"  und  die  diagonale  In- 
volution U"  in  einer  beliebigen 
Gerade  e  induziert  ivird,  sind 
die  beiden  Punkte,  ivelche  in 
der    Diagonallinie  u    und   der 
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absolut  konjugierten   Gerade  e^ 
liegen,  einander  homolog. 


U  und  den  absolut  konjugierten 
Punkt  Ej  gelten^  einander 
homolog. 

Anmerkung.  Wir  haben  den  vorstehenden  Satz  unmittelbar  ^ 
aus  der  Konstruktion  des  absolut  konjugierten  Punktes  ab- 
geleitet, trotzdem  wir  ihn  aus  Nr.  188  hätten  folgern  können. 
Da  nämlich  zu  den  Polarfeldern  des  Büschels  auch  dasjenige 
gehört,  welches  durch  den  Punkt  E  als  Ordnungspunkt  be- 
stimmt ist,  und  für  dieses^'^^^^  die  Polare  von  E  der  Strahl 
von  E  ist,  welcher  in  E-  dem  Strahle  E{ü)  homolog  ist, 
so  mufs  dieser  Strahl  als  eine  der  Polaren  von  E  durch  E^ 
gehen  (^'^^i\ 

200.  Konstruktion  eines  Polapfeldes  mit  gregebenem  200 
Ordnung-spunkte.      An    den    vorstehenden    Satz    knüpfen 
wir  die  Konstruktion,    auf  die  wir  bereits  ^^^^^)  hingewiesen 
haben. 


1.  Aufgabe:  Die  Kurve  der 
Schar  zu  zeichnen,  welche  eine 
gegebene   Gerade  berührt. 


1.  Aufgabe:  JJie  Ordnungs- 
kurve des  Büschels  zu  zeichnen, 
loelche  durch  einen  gegebenen 
Punkt  geht. 

Wenn  wir  diese  Aufgabe  aussprechen,  ohne  den  Begriff 
eines  Büschels  von  Polarfeldern  zu  benutzen,  so  erkennen 
wir,  dafs  sie  identisch  ist  mit  der  in  Nr.  100  gelösten:  Eine 
Kurve  zu  zeichnen,  für  die  ein  Punkt  und  zwei  konjugierte 
Punktinvolutionen  gegeben  sind. 

Von  dieser  Fundamentalaufgabe  geben  wir  an  dieser 
Stelle  eine  zvveite  Lösung;  eine  dritte  folgt  in  Nr.  203. 

Da  wir  die  bisher  benutzten  Bezeichnungen  beibehalten, 
so  genügt  es,  den  Gang  der  Lösung  anzugeben.  —  Wir 
zeichnen(^99)  (je^  Punkt  E^  (Fig.  124),  welcher  dem  gegebenen 
Punkte  E  absolut  konjugiert  ist.  Die  Strahlen  E{U)  und 
E{E^)  sind  einander  homolog^^^*'^  ^^  in  der  Hauptinvolution, 
welche  die  gegebenen  Punktinvolutionen  g-  und  h-  in  E 
induzieren^^'^),  und  schneiden  daher^^^*^«^  die  Diagonale  u  in 
zwei  konjugierten  Punkten  J  und  J^.  Zum  Punkte  J  zeich- 
nen wir^i''^)  den  ihm  in  der  diagonalen  Involution  homologen 
Punkt  K  und  zu  J^  den  homologen  Punkt  K^.  Es  sind 
dann  auch  K  und  K^  zwei  einander  konjugierte  Punkte^^^*^*)^ 
so  dafs  die  konjugierte  Involution  der  Diagonale  JJ^  .  K  K^ 
ist.     Da   U  der  Pol  von  u  ist^^^'^«),    so   ist  der  von  E  durch 
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Fig.  124. 

U  und  n  harmonisch  getrennte  Punkt  F  ein  zweiter  Kurven- 
punkt^ö'^'').  Wir  erhalten  also^^*^«)  die  Kurve,  indem  wir  die 
konjugierte  Involution  J  J^  .  K  K^  aus  E  und  F  projizieren. 
—  Für  die  Ausführung  der  Konstruktion  ist  noch  zu  be- 
merken, dafs  J^  der  Schnittpunkt  der  Tangenten  in  E  und 
F  ist(4^);  wenn  wir  also  noch  den  Schnittpunkt  der  Strahlen 
E{K^)  und  F{K)  durch  L  bezeichnen,  so  können  wir  die 
Kurve  aus  den  drei  Punkten  EFL  und  dem  Schnittpunkt 
L  der  Tangenten  in  E  und  F  zeichnen^'^^  ^>. 
z  Zusatz.     Hat   die  Involution  g-  die  Ordnungspunkte  M 

und  M^,  so  midiEiM)  und  E  [M^)  zwei  homologe  Strahlen 
der  Hauptstrahleninvolution  E-^^^^^^  und  schneiden  daher^^ss,) 
die  Diagonale  in  zwei  konjugierten  Punkten.  Wir  kommen 
also  für  den  Fall,  dafs  rf  Ordnungspunkte  hat,  zurück  auf 
den  Satz(»8,)^  ^lafs  zwei  Kurvenpunkte  M  und  li^,  die  mit 
U  in  einer  Gerade  liegen,  aus  einem  beliebigen  Kurven- 
punkte E  durch  zwei  Strahlen  projiziert  werden,  die  die 
Polare  von   ü  in  zwei  konjugierten  Punkten  schneiden. 

201  201.  Die  absolut  konjugrierten  Punkte  als  Ordnungs- 
punkte.  In  Nr.  188  haben  wir  die  Bedeutung  der  Haupt- 
strahleninvolution E-  eines  beliebigen  Punktes  E  für  das 
durch  g-  h-  und  E  bestimmte  Polarfeld  erkannt.     In  Nr.  199 
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sahen  wir  dann,  dafs  diese  Hauptstrahleninvolution  E-  auch 
in  Beziehung  steht  zu  dem  dem  Punkte  E  absolut  kon- 
jugierten Punkte  E^'.  der  Strahl  E{E^)  ergab  sich  als  der 
dem  Strahle  E{U)  in  E^  homologe.  Aus  diesen  beiden 
Beziehungen  ergiebt  sich  nun  noch  ein  Zusammenhang 
zwischen  zwei  absolut  konjugierten  Punkten  und  der  Haupt- 
punktinvolution ihrer  Verbindungslinie  E  E^. 

Schneidet  der  dem  Strahle  E [U)  in  E^  homologe  die 
Träger  ghu  (Fig.  125)  m  CT  A,  so  sind  E{G)  und  E{C^\ 
E{H)  und  E{r^)  ebenfalls  homologe  Strahlen  der  Haupt- 
involution ^-^166*)  und  schneiden  h  und  g  in  zwei  Punkten  A^ 
und  i>j,  die  mit  ^  in  einer  Gerade  liegen  ^^'o^j^     jy^j,  ^^^ 


^/^ 


Fig.  125. 

Punkte  E  absolut  konjugierte  E^  liegt^^^^^  in  E{C)  und  ist  von 
E  durch  C  und  V  harmonisch  getrennt^^^^«).  Wir  können  ihn 
also  zeichnen  vermittelst  des  Vierecks  C^  V^  D^  A^,  von  dem  U 
und  E  zwei  Diagonalpunkte  sind;  zeichnen  wir  noch  den 
dritten  Diagonalpunkt,  den  Schnittpunkt  X  von  C^  V^  und 
i>i  Aj ,  so  schneidet  die  Diagonallinie  X  U  die  Gerade  E  C 
in  dem  von  E  durch  C  und  r  harmonisch  getrennten  Punkte^-^*), 
d.  i.  in  E^.  Bezeichnen  wir  den  Punkt,  in  dem  CV 
von  C^  Tj  geschnitten  wird,  durch  A,  so  bilden  auch  A  A  .  EE^ 
einen  harmonischen  Wurf  (-^2).  A  A  und  C  V  sind  also  zwei 
Paar  homologe  Punkte  der  durch  die  Ordnungspunkte  E  und 
E^  bestimmten  Involution(^3«\  Der  Wurf  Ak.CV  bestimmt 
aber  die  Hauptpunktinvolution  der  Gerade  EE^<^^^^*^: 

ßöger,  Ebene  Geometrie  der  Lage.  16 
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1.  Zwei  absolut  konjugierte 
Geraden  sind  die  Ordnungs- 
strahlen  der  Hauptstralilen- 
involution  ihres  Schnitt- 
punktes. — 


2.  Hat  eine  Hauptstrahlen- 
involution zwei  Ordnung's- 
strahlen,  so  sind  diese  ein- 
ander absolut  konjugiert. 


1.  Zwei  absolut  konjugierte 
Punkte  sind  die  Ordnungs- 
punkte der  Hauptpunkt- 
involution ihrer  Verbindungs- 
linie. — 

Die  Umkehrung  dieses  ' 

2.  Hat  eine  Hauptpunkt- 
involution zwei  Ordnungs- 
punkte, so  sind  diese  ein- 
ander absolut  konjugiert, 
ist  richtig,  weil  jede  Hauptpunktinvolution  den  Polarfeldern 
des  Büschels  adjungiert  ist^^^'*«)  und  die  Ordnungspunkte  einer 
adjungierten  Involution  einander  konjugiert  sind^^^^'i^. 

202  202.  Drei  Büschel  von  Polapfeldern.  Ebenso  wie 
die  Gegenseiten  g-  und  h-  einen  Büschel  von  Polarfeldern 
bestimmen,  so  bestimmen  auch  g-  und  die  diagonale  In- 
volution u"^  und  ferner  /r  und  ifi  je  einen  Büschel  von 
Polarfeldern. 

1.  Die  drei  Büschel  {gh) 
(g  u)  {h  u)  bestimmen  in  je- 
dem Punkte  E  eine  und  die- 
selbe Hauptstrahleninvolution 

£'2(170)^     __ 

Ist  a  eine  beliebige  Gerade,  welche  die  Träger  g  h  n, 
in  C  r  ^  schneidet  und  von  der  Gerade,  in  der  die  drei 
homologen  Punkte  C^  f^  B  liegen,  in  A  geschnitten  wird,. 
so  ist  die  Hauptpunktinvolution  von  a'^^^») 

für  den  Büschel  (g  K):  Cr.^lA; 

für  den  Büschel  {g  u):  C^.rA; 

für  den  Büschel  [hu):  V  A  .  CA. 


1.  Die  drei  Scharen  (GH) 
{G  U)  {II  U)  bestimmen  in 
jeder    Gerade    e     eine    und 

dieselbe    Hauptpunktinvo- 
lution e^.  — 


2.  Die  drei  Büschel  {g  h) 
{g  u)  {h  u)  erzeugen  in  jeder 
Gerade  drei  Hauptpunktinvo- 
lutionen, von  denen  je  zwei 
komponierende  der  dritten 
sind(*^^i\    Immer  zwei  dieser 

Hauptpunktinvolutionen 
haben    Ordnungspunkte,    die 
dritte     nicht  ('^'3^;     das    eine 


2.  Die  drei  Scharen  {G II} 
{G  U)  (H  U)  erzeugen  in 
jedem  Punkte  drei  Haupt- 
strahleninvolutionen ,  von 
denen  je  zwei  komponierende 
der  dritten  sind.  Immer  zwei 
dieser  Hauptstrahleninvolu- 
tionen haben  Ordnungsstrah- 
len, die  dritte  nicht;  das  eine 
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Paar  der  Ordnungspimkte 
wird  durch  das  andere  har- 
monisch getrennt^^^'^). 


Paar  der  Ordnungsstrahlen 
wird  durch  das  andere  har- 
monisch getrennt. 


Wie  wir  den  dem  Punkte  E  für  (g  h)  absolut  kon- 
jugierten Punkt  E^  gezeichnet  haben  (19-3)^  so  können  wir 
auch  den  dem  Punkte  E  für  {g  u)  konjugierten  Punkt  L 
und  den  ihm  für  {]iv)  konjugierten  Punkt  M  zeichnen. 
Dieselben  Betrachtungen  wie  die  in  Nr.  199  Z  angestellten 
zeigen  dann  (Fig.  125),  dafs  in  der  resultierenden  Involution 
von  E  der  dem  Strahle  E{G)  homologe  J^(A,)  durch  L  und 
der  dem  Strahle  E{II)  homologe  E{D^)  durch  M  geht;  und  aus 
Nr.  197^  folgt,  dafs  L  von  E  durch  g  und  u  und  M  von  E 
durch  h  und  u  harmonisch  getrennt  ist.  Diese  Punkte  L 
und  M  nun  können  wir  durch  eine  Fortsetzung  der  in  der 
vorigen  Nummer  begonnenen  Konstruktion  finden.  Be- 
zeichnen wir  noch  den  Punkt,  in  dem  u  von  C,  Tj  geschnitten 
wird,   durch  B  (Fig.  126),   so   zeigt  das  Viereck  ABE^X, 


Fig.  126. 

von  dem  zwei  Paar  Gegenseiten  sowohl  g  als  h  in  kon- 
jugierten Punktpaaren  schneiden,  dafs  die  Seite  E^  B  die 
Träger  g  und  h  in  den  den  Punkten  JD^  und  Aj  homologen 
Punkten  IJ  und  A  schneidet.  Bsl  EE^.  AÄ  vier  harmonische 
Punkte(20i),  mithin  B(EE^.AÄ)  vier  harmonische  Strahlen 

16* 
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sind,  so  wird  E b.^  von  B  E^  in  dem  von  E  durch  C^  und 
(tj  harmonisch  getrennten  Punkte  geschnitten^^'ä)^  ebenso  wird 
ED^  von  B  E^  in  dem  von  E  durch  T^  und  //^  harmonisch 
getrennten  Punkte  geschnitten.  Diese  Schnittpunkte  sind 
also  die  dem  Punkte  E  für  den  Büschel  {gu)  und  für  den 
Büschel  (Jiu)  absolut  konjugierten  Punkte  L  und  M-^  denn 
sie  liegen  in  den  den  Strahlen  E{G)  und  E{H)  in  der 
Hauptstrahleninvolution  E^  homologen  Strahlen  E{L^)  und 
E  {D^ )  und  sind  von  E  durch  g  u  und  h  u  harmonisch  ge- 
trennt : 

3.  Die  drei  Geraden  e^  1  m, 
die  einer  beliebigen  Gerade  e 
für  die  Scharen  (G  H)  (G  U) 
(H  U)  absolut  konjugiert  sind, 
gehen  durch  einen  Punkt.  Die- 
ser Punkt  wird  aus  G  H  U 
durch  drei  Strahlen  d  ö  b 
projiziert,  denen  in  G^ H~  U- 
homolog  sind  die  drei  Strah- 
len d^  d^  rt,  durch  welche  aus 
G  H  U  die  drei  Punkte  pro- 
jiziert werden,  welche  in  der 
Hauptpunktinvolution  e'-  den 
Punkten  e  (hgu)  homolog  sind. 


3.  Die  drei  Punkte  E^  L  M, 
die  einem  beliebigen  Punkte  E 
für  die  Büschel  (g  h)  (g  u)  (h  u) 
absolut  konjugiert  sind,  liegen 
in  einer  Gerade.  Diese  Gerade 
schneidet  (Fig.  126)  ghu  in 
drei  Punkten  I)  AB,  denen 
in  g-h-u-  homolog  sind  die 
drei  Punkte  D^L^A^  in  denen 
ghu  geschnitten  werden  von 
den  Strahlen,   welche  in  der 

Hauptstrahleninvolution  E'^ 
den  Strahlen  E{HG  U)  ho- 
molog sind. 


203.  Allg-emeine  Kupvenkonstpuktion.  Der  Punkt  L 
(ebenso  wie  der  Punkt  M\  den  wir  in  der  vorigen  Nummer 
als  den  dem  Punkte  E  für  den  Büschel  (gu)  absolut  kon- 
jugierten Punkt  gezeichnet  haben,  gewinnt  eine  neue  Be- 
deutung, wenn  wir  beachten,  dafs  er  in  dem  Strahle  liegt, 
welcher  dem  Strahle  E  (G)  in  der  Hauptstrahleninvolution  E- 
homolog  ist.  Dieser  Strahl  schneidet^^^^»^  die  Diagonale  u 
in  dem  Punkte  (r^,  welcher  für  das  durch  g-  und  h-  und 
E  bestimmte  Polarfeld  der  Pol  von  g  ist.  Der  Punkt  L  ist 
also,  weil  er  von  E  durch  den  Punkt  G^  und  seine  Polare  g 
harmonisch  getrennt  ist,  ein  Punkt  der  Ordnungskurve  dieses 
Polarfeldes,  so  dafs  wir  diese  Ordnungskurve  erhalten (^^»\ 
wenn  wir  die  Involution  g-  aus  E  und  L  projizieren.  Die 
Konstruktion  dieser  Kurve  und  die  Konstruktion  der  Haupt- 
Strahleninvolution  E'-  sind  also  im  Grunde  zwei  identische  Auf- 
gaben,   und  die  in  Nr.  200  gegebene  Lösung,    die    sich    auf 
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die  Konstruktion  des  dem  Punkte  E  für  den  Büschel  {gh) 
absolut  konjugierten  Punktes  E^  stützt,  unterscheidet  sich 
nicht  wesentlich  von  der  folgenden.  — 


Aufgabe:  Eine  Kurve  zu 
zeichnen^  für  die  ein  Punkt 
und  zwei  konjugierte  Punkt- 
involutionen gegeben  sind. 


Aufgabe:  Eine  Kurve  zu 
zeichnen^  für  die  eine  Tangente 
und  zwei  konjugierte  Strahlen- 
involutionen gegeben  sind. 


Fig.  127. 

Den  gegebenen  Punkt  wollen  wir  (nicht  wie  bisher 
durch  E^  sondern)  durch  aS  bezeichnen  und  den  ihm  für 
den  Büschel  {gu)  absolut  konjugierten  Punkt  (den  wir  bis- 
her durch  L  bezeichneten),  durch  S^.  Wir  haben  dann  die 
Konstruktion  der  Nr.  19  Tg  von  dem  Büschel  {g  h)  auf  den 
Büschel  (^  ?<)  zu  übertragen: 

Wir  projizieren  aus  S  (Fig.  127)  zwei  beliebige  homo- 
loge Punkte  A  und  A^  von  h-.  Werden  die  Träger  g  und  u 
von  dem  Strahle  *S  (A^)  in  C^  und  G^^  und  von  dem  Strahle 
*S  (A)  in  i>j  und  B  geschnitten,    so  ist  der  Schnittpunkt  S^ 
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von  C  A  und  D  H^  der  dem  Punkte  8  für  den  Büschel  [g  u) 
absolut  konjugierte  Punkt. 

Ausführung  der  Konstruktion:  Wir  legen  durch  S  eine 
beliebige  Gerade,  die  die  Träger  g  hu  in  C^  Aj  G^  schneidet; 
die  homologen  Punkte,  die  wir  C  L  H^  nennen,  liegen  in 
einer  Gerade^^'^^^  die  die  Verbindungslinie  S  G  in  dem  Punkte 
Y  treffen  möge.  Schneidet  die  Verbindungslinie  YA^  die 
Träger  g  und  u  in  D  und  A,  so  bilden  C  D  A  H^  ein  Vier- 
eck, von  dem  G  und  Y  zwei  Diagonalpunkte  sind.  Der 
dritte  Diagonalpunkt,  der  Schnittpunkt  von  CA  und  I)  H^^ 
ist  der  dem  Punkte  S  absolut  konjugierte  Punkt  S^.  Pro- 
jizieren wir  die  Involution  g'-  aus  S  und  S^,  so  erhalten  wir 
die  gesuchte  Kurve. 

Bemerkungen  zur  Konstruktion:  Die  gezeichneten  Linien 
liefern  uns  noch  weitere  Kurvenpunkte.  Das  Viereck  *S  FA  A^^, 
von  dem  zwei  Paar  Gegenseiten  sowohl  g  als  u  in  homologen 
Punkten  schneiden,  zeigt,  dafs  auch  die  Gegenseiten  YAj 
und  'S  A  die  Geraden  g  und  u  in  homologen  Punkten 
schneiden,  dafs  also  S  A  den  Träger  g  in  D^  und  den 
Träger  u  in  B  schneidet.  —  Die  Strahlen  S  (C.)  und  S^  {C) 
liefern,  weil  sie  durch  die  homologen  Punkte  C^  und  C  von 
g-  gehen,  den  neuen  Kurvenpunkt  K  und  die  Strahlen  S  {D^) 
und  S^  {D)  den  Kurvenpunkt  K^.  —  Zwei  Paar  Gegen- 
seiten des  Kurvenvierecks  S  S^K  K^  schneiden  die  Diagonale 
in  homologen  Punktpaaren  G^  11^  und  A  B  der  diagonalen 
Involution;  es  schneidet  daher  auch  das  dritte  Paar  Gegen- 
seiten 5  5^  und  KK^  die  Diagonale  u  in  zwei  homologen 
Punkten  6r,  und  H^  von  u-.  Weil  nun  5  {ß^  nach  unserer 
Konstruktion  dem  Strahle  &{G)  in  der  Hauptstrahleninvolution 
-S^  homolog  ist,  so  ist  G^  der  Pol  von  ^(^»Ss)  m^d  folglich^^^^*) 
//j  der  Pol  von  ä;  wir  erhalten  daher^^^»)  die  Kurve  auch 
durch  Projektion  der  Involution  li^  aus  iC  und  K^.  —  Weil 
der  Pol  von  &  *Sj  in  g  und  der  Pol  von  K  K^  in  h  liegt, 
so  schneidet  die  (in  der  Figur  nicht  gezeichnete)  Diagonal- 
linie des  Kurvenvierecks  S  S^  K  K^^  welche  den  Gegenseiten 
S  S^  und  K  K^  zugeordnet  ist(^^^\  den  Träger  g  in  dem 
Schnittpunkte  der  Tangenten^^^^  von  S  und  S^  und  den 
Träger  k  in  dem  Schnittpunkte  der  Tangenten  von  K  und  K^. 
A  '  Anmerkung.  Ein  besonderer  Fall  dieser  Konstruktion 
ist  die  in  Nr.  100  gegebene.  Dadurch  dafs  wir  nicht  von 
einem  beliebigen  Strahl   des  Punktes  5,   sondern   von   dem 
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Strahl  5  {H)  ausging-en,  liefs  sich  die  Konstruktion  von  dem 
Begriff  der  absolut  konjugierten  Punkte  befreien  und  soweit 
vereinfachen,  dafs  sie  gleich  nach  der  Einführung  der  kon- 
jugierten Involution  begründet  und  ZAir  Grundlage  unserer 
Darstellung  der  Geometrie  der  Lage  gemacht  werden  konnte. 

204.   Andere  Definition  der  Ordnung*skupve.    Aus  204 

der  vorhergehenden  Konstruktion  läfst  sich  noch  ein  wich- 
tiger Satz  ableiten.  Schneidet  G^_  D^  (Fig.  128)  den  Träger  h 
in  E,  so  bilden  die  Punkte  C  L  D^E  ein  Viereck,  von  dem 
zwei  Paar  Gegenseiten  durch  die  homologen  Punkte  G  H 
und  G^  11^  der  diagonalen  Involution  gehen.  Da  die  fünfte 
Seite  A  D^  durch  B  geht,  so  mufs  die  Seite  C  E  durch  A 
gehen  (^^^^.  Bezeichnen 
wir  noch  den  Schnitt- 
punkt von  CA  und  C^  Aj 
durch  B,  so  ist  die  Haupt- 
punktinvolution (^•'^^'^)  von 
<7j  A,  bestimmt  durch 
Cj  A,  .  G^_  B.  Unser  Vier- 
eck C L'D^  E  zeigt  nun, 
dafs  auch  S  und  K 
zwei  homologe  Punkte 
dieser  Involution  sind. 
Zeichnen  wdr  also  in 
jedem  durch  den  Punkt  S 
gehenden  Strahle  den  ^ 
ihm  in  der  Hauptpunkt- 
involution dieses  Strahles  homologen  Punkt,  so  erkennen 
wir,  weil  K  auf  der  durch  S  als  Ordnungspunkt  be- 
stimmten Kurve  liegt^-*^^),  den 


Fig.  128. 


Lehrsatz:  Die  Punkte,  wel- 
che einem  festen  Punkte  in 
den  Hauptpunktinvolutionen 
der  durch  ihn  gehenden 
Strahlen  homolog  sind,  liegen 
in  einer  Kurve  zweiter  Ord- 
nung; diese  Kurve  ist  identisch 
mit  der  Ordnungskurve  des 
Büschels,  die  durch  den  festen 
Punkt  geht. 


Lehrsatz :  Die  Strahlen, 
welche  einer  festen  Gerade 
in  den  Hauptstrahleninvolu- 
tionen der  in  ihr  liegenden 
Punkte  homolog  sind,  um- 
hüllen eine  Kurve  zweiter 
Ordnung;  diese  Kurve  ist 
identisch  mit  der  Ordnungs- 
kurve der  Schar,  die  die  feste 
Gerade  berührt. 
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205         205.    Projektive   Verwandtschaft   zwischen  einem 
Büschel   von   Polarfeldern   und   einem    Grundg-ebilde. 

Für  manche  Sätze  erhält  man  eine  bequeme  Ausdrucksweise, 
wenn  man  den  Begriff  der  projektiven  Verwandtschaft  auf 
die  Polarfelder  eines  Büschels  ausdehnt;  wir  werden  zu 
dieser  Erweiterung  des  Begriifes  der  projektiven  Verwandt- 
schaft durch  den  Satz(i923)  geführt,  dafs  wir  die  sämtlichen 
Polarfelder  eines  Büschels  erhalten,  wenn  wir  den  Punkt  G^ 
die  Diagonale  u  durchlaufen  lassen. 


1.  Definition.  Ein  Büschel 
(g  h)  von  Polarfeldern  und  ein 
Grundgehüde  heifsen  projektiv^ 
wenn  das  Grundgehüde  projek- 
tiv auf  die  Punktreihe  der  Pole 
G-,   von  g  bezogen  ist. 

Mit  Hülfe    dieser   Definition  können    wir    den  Satz  in 
Nr.  196j  so  fassen: 


1.  Definition.  Ei7ie  Schar 
(G  H)  von  Polarfeldern  und  ein 
Grundgebilde  heifsen  projektiv^ 
wenn  das  Gmndgebilde  projek- 
tiv auf  den  Strahlenbüschel  der 
Polaren  g^    von  G  bezogen  ist. 


2.  Ein  gerader  Strahlen- 
büschel E  ist  projektiv  auf 
den  Büschel  von  Polarfeldern 
bezogen,  wenn  man  jedem 
Strahle  das  Polarfeld  zuordnet, 
für  welches  er  die  Polare 
des  seinem  Mittelpunkte  E 
absolut  konjugierten  Punktes 


2.  Eine  gerade  Punktreihe 
e  ist  projektiv  auf  die  Schar 
von  Polarfeldern  bezogen, 
wenn  man  jedem  Punkte  von 
e  das  Polarfeld  zuordnet,  für 
welches  er  der  Pol  der  seinem 
Träger  absolut  konjugierten 
Gerade  e,  ist. 


E^  ist. 

Ferner  ergiebt  sich  aus  der  Bemerkung  in  Nr.  195, 
dafs  die  Pole  E  einer  Gerade  e  projektiv  auf  G^  bezogen 
sind: 


3.  Eine  Polkurve  e^-  ist 
projektiv  auf  den  Büschel 
von  Polarfeldern  bezogen, 
w^enn  man  jedem  Punkte  von 
e^-  das  Polarfeld  zuordnet, 
für  welches  er  der  Pol  der 
zugeordneten  Gerade  e  ist.  — 


3.  Ein  Polarenbüschel  E^- 
ist  projektiv  auf  die  Schar 
von  Polarfeldern  bezogen, 
wenn  man  jedem  Strahle  von 
E^-  das  Polarfeld  zuordnet, 
für  welches  er  die  Polare  des 
zugeordneten  Punktes  E  ist.  — 


Hat  die  Involution  g"^  die  Ordnungspunkte  K  und  A',^ 
so  hat  jedes  Polarfeld  des  Büschels  eine  Ordnungskurve^^®^'. 
Ein  solcher  Punkt  K{K^\  durch  den  sämtliche  Ordnungs- 
kurven   hindurchgehen,    soll    ein    Grundpunkt    des    Büschels 
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genannt  werden.  —  Ist  c  eine  beliebige  durch  den  Grund- 
punkt K  gehende  Gerade,  welche  u  m  A  schneidet,  so  er- 
hält man  die  durch  die  Zuweisung  [G  G^)  bestimmte  Ordnungs- 
kurve, wenn  man  die  konjugierte  Involution  G  G^ .  H  B^^^^^"^ 
von  u  aus  /^  und  K^  projiziert ^^H  Ist  also  A^  der  dem 
Punkte  A  in  dieser  Involution  homologe  Punkt,  so  ist  der 
Schnittpunkt  A  von  K {A)  und  K^  (A^)  ein  Punkt  der  Ord- 
nungskurve des  Polarfeldes  {G  G^).  Da  nun,  wenn  G^  die 
Diagonale  u  durchläuft,  der  Punkt  A^  eine  zu  6\  projek- 
tive ('^'"'s)  und  A  in  c  eine  zu  A^  Perspektive  Punktreihe  be- 
schreibt, so  haben  wir: 

4.  Eine  gerade  Punktreihe, 
deren  Träger  durch  einen 
Grundpunkt  des  Büschels  geht, 
ist  projektiv  auf  den  Büschel 
bezogen,  wenn  man  jedem 
Punkte  der  Gerade  das  Polar- 
feld zuweist,  dessen  Ordnungs- 
kurve durch  ihn  hindurchgeht. 


4.  Ein  gerader  Strahlen- 
büschel, dessen  Mittelpunkt 
in  einer  Grundseite  der  Schar 
liegt,  ist  projektiv  auf  die 
Schar  bezogen,  wenn  man 
jedem  Strahl  das  Polarfeld 
zuweist,  dessen  Ordnungs- 
kurve ihn  berührt. 
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206.  Projektive  Verwandtschaft  einer  g-eraden  und  ^^^ 
einer  krummen  Punktreihe. 

Aufgabe:  Eine  gerade  und  eine  krumme  Punktreihe 
projektiv  so  aufeinander  zu  beziehen,  dafs  drei  Punkten 
der  einen  drei  Punkte  der  andern  homolog  sind. 
Sollen  die  Punkte  A^  B^  C^ 
der  krummen  Punktreihe  p^  den 
Punkten  ABC  der  geraden 
Punktreihe  p  homolog  sein,  so 
projizieren  wir  aus  einem  be- 
liebigen Punkte  von  p^  (m  der 
Figur  129  aus  A^  die  Punkte 
ABC  der  Gerade  p  auf  p^  und 
beziehen  die  erhaltene  Punkt- 
reihe Aj  B^  fj  und  die  gegebene 
A^  B^  C^  projektiv  aufeinander 
durch  Konstruktion  der  Projek- 
tionsaehse  u^'"^\   indem  wir  den  Fig.  129. 
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Punkt,  in  welchem  A^  B  von  Aj  B^  geschnitten  wird,  ver- 
binden mit  dem  Punkt,  in  welchem  A^  C  von  Aj  C^  ge- 
schnitten wird.  Zu  einem  beliebig-eu  Punkte  B^  von  p"^  er- 
halten wir  dann  den  homologen  I)  von  p,  indem  wir  den 
Punkt,  in  welcliem  A,  U^  die  Projektionsachse  schneidet, 
aus  A^   auf  p  projizieren. 

»7  207.  Involutorische  Verwandtschaft  einer  g-eraden 
und  einer  krummen  Punktreihe.  Wichtiger  als  der  eben 
behandelte  allgemeine  Fall  ist  ein  besonderer.  Wir  nehmen 
an,  dafs  die  Geraden,  welche  die  Punkte  B  und  C  von  v 
aus  dem  Kurvenpunkte  A^  projizieren,  j^"  in  den  homologen 
Punkten  C^  und  B^  schneiden  und  dafs  zugleich  die  Ver- 
bindungslinie i?,  C,  durch  den  dem  Punkte  A,  homoloo>en 
Punkt  .1  geht  (Fig.  130).  Nach  dieser  Annahme  entsprechen 
also  den  Punkten  A^  B^  (von  f)  und  C  (von  p\  die  in 
einer  Gerade  liegen,  die  Ecken  eines  Dreiecks  ABC 
dessen  Seiten  durch  die  Punkte  A^  B^  C  gehen.  " 

1  Von  einem  solchen  Dreieck  ABC,,  dessen  Seiten 
durch  die  den  Gegenechen  homologen  Punkte  gehen,  wollen 
wir  sagen,  da/s  es  perspektw  zu  den  drei  Punkten  ABC 
li£gt,  und  von  einer  geraden  und  krummen  Punktreihe, 
die  m  der  angegebenen  Weise  projektiv  aufeinander  U- 
zogen  sind,  dajs  sie  involutorisch  liegen. 
Lösen  wir  für  diese  Lage  der  drei  Punkte  ABC  und 
der   Ihnen    homologen    A,  B^  C,    die    Aufgabe,    die    beiden 

Punktreihen  projektiv  auf- 
einander zu  beziehen,  so 
haben     wir(^oö)     ^^^     ^jj.^- 

Punkte  ABC  aus  A^  auf 
die  Kurve  zu  projizieren. 
Da  jetzt  die  Punkte  B, 
und  r,  in  C,  und  B^  fallen 
(Fig.  130),  so  ergiebt  sich 
als  Projektionsachse  die 
Gerade,  welche  den  Schnitt- 
punkt von  A^Bun^k^B^ 
mit  dem  Schnittpunkte  von 

^1  ^1  ^,  \  ergiebt,  die  Polare  des  Punktes  Ai^^o,    Zu  einem 
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beliebigen  Punkt  D^  von  jß  erhalten  wir  jetzt  den 
homologen  B  von  p,  indem  v^ir  den  Punkt,  in  dem  A^i)^ 
die  Projektionsachse  schneidet,  aus  A^  auf  p  projizieren.  — 
Projiziert  man  also  die  gerade  Punktreihe  jp  aus  A^  und  die 
krumme  p^  aus  dem  Punkte  A, ,  in  dem  die  Verbindungslinie 
der  beiden  homologen  Punkte  A^  und  A  die  Kurve  zum  zweiten 
Male  schneidet,  so  liegen  die  beiden  projektiven  Strahlen- 
büschel A^  und  A^  perspektiv  zu  der  Polare  von  A  in  Bezug 
auf  p2.  Schneidet  die  Gerade  A^  D  die  Kurve  in  A^,  so 
bilden  A^  A,  D^  A^  ein  Kurvenviereck,  dessen  einer  Diagonal- 
punkt, der  Schnittpunkt  von  A^  A^  und  Z>,  Aj,  dem  Punkte  A 
konjugiert  ist.  Es  geht  daherC-^'^)  D^  A,  durch  A.  Danach 
erhalten  wir  zu  einem  beliebigen  Punkte  D  von  p  den  zu- 
geordneten D^  von  p^  durch  die  folgende  Konstruktion: 

2.  Zu  einem  beliebigen  Punkte  D  (Fig.  130)  von  p 
finden  wir  den  zugeordneten  D,  von  ^^,  indem  loir  den 
Punkt  A^,  in  welchem  A^  D  die  Kurve  schneidet,  aus  A 
auf  p2  projizieren.   — 


Nehmen  wir  an,  dafs  auf  diese  Weise  zu  den  beiden 
Punkten  D  und  E  (Fig.  131)  vermittelst  der  Punkte  A^  und 
Ej  die  Punkte  D^  und  E^  gefunden  wären,  so  ergiebt  sich, 
wenn  wir  noch  den  Schnittpunkt  von  p"^  und  D  E^  durch 
X^  bezeichnen,   aus   der   Betrachtung   des  Kurvensechsecks 

k7E^_^^72y ,,  dafs  I),  X,  durch  E  geW^^\  d.  h.  D,  E 
wird  von  D  E^  in  einem  Kurvenpunkte  geschnitten. 
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3.  Lelirsatz:  Sind  eine  gerade  und  eine  krumme  Punkt- 
reihe in  involutorischer  Lage,  so  wird  jede  Gerade,  welche 
einen  beliebigen  Punkt  D  von  p  mit  einem  beliebigen 
Punkte  Ej  von  p^  verbhidet,  von  der  Verbindungslinie  der 
homologen  Punkte  D^  und  E  in  einem  Kurvenpunkte  ge- 
schnitten. — 

Um  also  zu  einem  Punkte  E  den  homologen  Punkt  E^ 
zu  finden,  können  wir  statt  von  A  und  A^,  wie  bisher, 
auch  von  irgend  zwei  andern  homologen  Punkten  D  und  dI 
ausgehen.  —  Wenden  wir  den  eben  gefundenen  Satz  an, 
um  zum  Punkte  X,  den  homologen  X  zu  finden,  so  mufs, 
da  IJX^  (Fig.  131)  die  Kurve  in  E^  schneidet,  die  Gerade 
2>,  X  durch  E^  gehen,  d.  h.  D^  E^  schneidet  p  in  X  Den 
drei  beliebigen  Punkten  E^X^D,  die  in  einer  Gerade 
hegen,  entsprechen  mithin  die  Ecken  des  perspektiv  liegenden 
Dreiecks  EXD^. 

4.  Lehrsatz:  Sind  eine  gerade  und  eine  krumme  Punkt- 
reihe involutoiisch  aufeinander  bezogen,  so  sind  je  drei 
Punkten,    die    in    einer    Gerade    liegen,    die  Ecken  eines 

perspektiv  liegenden  Dreiecks  homolog.  

_  5.  Die  involutorische  Verwandtschaft  einer  geraden  und 
einer  krummen  Punktreihe  ist  durch  ein  Paar  homoloqer 
Punkte  bestimmt; 

denn  wenn  dem  Punkte  .1,  von  /^^  der  Punkt  A  von 
P  zugewiesen  ist,  so  finden  wir  zum  Punkte  B  den  homo- 
logen iy,,  mdem  wir  den  Punkt,  in  welchem  ry'  von  A  B 
geschnitten  wird,  aus  A  auf  die  Kurve  projizieren.  ' 

208    Die  Involution  dritter  Ordnung-,    Die  involu- 

gebildes  zu  je  dreien  zu  ordnen. 

1.  Sind  ;)•-  und  ;>  durch  die  Zuweisung  von  A,  und 
A    inyolutorisch    auf  einander  bezogen(2o^.),   so  wollen 

riül'V  "".^   •!"   '''^^'  ^^"^*^   ^^"  r^    die   «^it  A  in 
einer  Gerade  hegen,  ein  Tripel  von  p'^  nennen.    Eben- 

ITr'  Tr^'   ^"^  >  '^'^^i  ^'^"kte,  die  mit  B  in 

ZI  t  ''f'"'  '^°  ^^"P^^  ^'^"  ^'■-    ^e"  I^^begriff 

<ui(i    so   in  />-   konstruierten  Tripel  nennen  wir  eine 

belt  ht?tf  f ''i  f  "^'^(""^  zumUnterschiede  die  bisher 
betrachtete  Involution  eine  Involution  zweiter  Ordnung). 
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Es  bilden  demnach  die  Punktpaare,  die  mit  A^  ein 
Tripel  bilden,  eine  krumme  Involution^^-^  zweiter  Ordnung 
mit  dem  Zentrum  A]  ebenso  die  Punktpaare,  die  mit  B^ 
ein  Tripel  bilden,  eine  krumme  Involution  mit  dem  Zentrum 
B  u.  s.  w.  Da  die  Involutionszentren  AB . .  in  einer  Ge- 
rade liegen,  so  sind  die  durch  sie  bestimmten  krummen  In- 
volutionen komponierende  einer  und  derselben  resultieren- 
^en(i59i)^  der  durch  den  Pol  P  von  p  bestimmten  krummen 
Involution.  Diese  Eigenschaft  benutzen  wir,  um  unsere  bis- 
herige Konstruktion  von  der  Kurve  p-  loszulösen  und  sie 
auf  ein  beliebiges  einförmiges  Gebilde  zu  tibertragen 
(vergl.  158).  Da  die  Gerade  p  durch  ihren  Pol  P  bestimmt 
ist  und  dieser  durch  die  von  ihm  induzierte  krumme  In- 
volution^^^),  so  sehen  wir  in  dem  einförmigen  Gebilde,  in 
dem  wir  eine  Involution  dritter  Ordnung  konstruieren  wollen, 
eine  Involution  zweiter  Ordnung  als  gegeben  an,  die  wir  die 
Hauptinvolution  der  gesuchten  Involution  dritter  Ordnung 
nennen  wollen.  Weisen  wir  dann  dem  beliebigen  Elemente 
A  eine  Involution  zu,  die  nur  der  Bedingung  genügt,  eine 
komponierende  der  Hauptinvolution  zu  sein,  so  ist  die  In- 
volution dritter  Ordnung  bestimmt.  Da  eine  komponierende 
der  Hauptinvolution  durch  ein  Punktpaar  bestimmt  ist(^^^'> 
und  dies  mit  dem  Elemente  A  ein  Tripel  bildet,  so  haben 
wir  den 

2.  Lehrsatz :  Eine  Involution  dritter  Ordnung  ist  durch 
ihre  Hauptinvolution  und  ein   Tripel  bestimmt. 

209.  Darstellung"  einer  Involution  dritter  Ordnung*.  209 

Ist  die  Hauptinvolution  durch  den  Wurf  H^  E^ .  F^  G^  und 
ein  Tripel  durch  die  Elemente  A^  B^  C^  gegeben,  so  ist  die 
Involution  dritter  Ordnung  bestimmt^^*^^-!).  Sie  kann  also 
durch  sieben  Elemente  dargestellt  werden.  Durch  passende 
Wahl  läfst  sich  die  Zahl  auf  vier  verringern.  Ist  B^  das 
dem  Elemente  A^  in  der  Hauptinvolution  zugeordnete,  und 
C^  das  Element,  das  A^  und  B^  zu  einem  Tripel  ergänzt, 
i>j  aber  das  Element,  das  C^  in  der  Hauptinvolution  homolog 
ist,  so  ist  die  Hauptinvolution  durch  ^4^  B^  .  C^  I)^  und  das 
Tripel  durch  A^  B^  C^  dargestellt.  Es  läfst  sich  daher  jede 
Involution  dritter  Ordnung  auch  durch  vier  Elemente  dar- 
stellen. 

Für   eine  Kurve  p-   würden   wir   also    eine  Involution 
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dritter  Ordming  vermittelst  des  Kurvenvierecks  A^  B^  C^  D^ 
darstellen  können.  Der  eine  Diagonalpunkt  P,  der  Schnitt- 
punkt von  Ä^  B^  und  C^  7>, ,  ist  das  Zentrum  der  Haupt- 
involution; der  zw^eite  Diagonalpunkt,  der  Schnittpunkt  A 
von  A^  D^  und  B^  C^ ,  ist  das  Zentrum  der  dem  Punkte  A^ 
zugewiesenen  Involution  und  der  dritte  Diagonalpunkt,  der 
Schnittpunkt  B  von  A^  C^  und  B^  B^ ,  das  dem  Punkte  B^ 
zugewiesene  Zentrum  B\  die  Verbindungslinie  A  B  ist  dem- 
nach die  Gerade  f. 

210  210.  OrdnungTselement  und  Ordnung-sinvolution. 
Weil  sich  alle  Sätze  über  projektive  Verwandtschaft  durch 
Projektion  von  einem  einförmigen  Gebilde  auf  jedes  andere 
übertragen  lassen  (vergl.  160  A),  so  werden  wir  unsern 
folgenden  Betrachtungen  als  Träger  immer  eine  Kurve  p- 
zu  Grunde  legen.  Für  diesen  Fall  ist^^ö'^s)  die  Involution 
dritter  Ordnung  konstruiert,  w^enn  wir  p  und  zu  einem 
Punkte  A^  von  />"^  den  homologen  A  von  f  gezeichnet 
haben.  —  Hat  ein  Punkt  K^  von  p-  die  besondere  Lage, 
dafs  seine  Tangente  durch  den  homologen  Punkt  K  von  j) 
geht,  so  giebt  es  unter  den  Punktpaaren  B^  C^^  die  mit  K 
in  einer  Gerade  liegen,  also  mit  Ä"^  ein  Tripel^^öSi)  bilden, 
eins  von  besonderer  Wichtigkeit.  Fällt  nämlich  B^  in  iC^, 
so  fällt  auch  C^  in  K^.  Es  giebt  daher  in  diesem  Falle 
ein  Tripel,  dessen  Elemente  in  A^  zusammenfallen. 

1.  Definition:  Ein  Tripel^  dessen  Elemente  zusammen- 
fallen^ lieifst  ein  Ordnungselement  der  Involution  dritter 
Ordnung.  — 
Die  involutorische  Beziehung  der  Kurve  p-  und  der 
Gerade  p  sei  durch  die  homologen  Punkte  A  und  A^  be- 
stimmt. Ist  nun  X  eine  beliebige  Tangente  von  p-,  so  wird 
X  von  dem  krummen  Büschel  der  Tangenten  in  den  Kurven- 
punkten A^B^  ..  in  einer  projektiven  Punktreihe<^^^5)  AB., 
geschnitten,  die  auch  projektiv  ist^''«)  zu  der  geraden  Punkt- 
reihe AB...  Giebt  es  nun  drei  Punkte  K^  K  K^  die  in 
einer  Gerade  liegen,  so  ist,  weil  K^  K  die  Tangente  in  K^ 
ist,  K^  ein  Ordnungspunkt.  Da  die  Verbindungslinien  A  A, 
J5  B  . .  eine  Kurve  x'^  umhüllen(-''>,  diese  aber  mit  p'^  die 
Tangente  x  gemeinsam  hat,  so  haben  p-  und  x-  noch  eine 
Tangente  k  und  eine  konjugierte  Strahleninvolution  J-  ge- 
meinsam^^'-''^).     Der  Punkt  K^ ,   in   dem  k   die  Kurve  p-  be- 
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rührt,  ist  ein  Ordnungspimkt,  und  wenn  die  gemeinsame 
Strahleninvolution  J-  die  Ordnung'sstralilen  l  und  m  hat,  so 
sind  die  Punkte  X,  und  M^^  in  denen  l  und  m  die  Kurve 
p-  berühren,  ebenfalls  Ordnungspunkte.  Wir  nennen  daher 
die  Strahleninvolution  J-  die  Ordnungsinvoluticn  unserer  In- 
volution dritter  Ordnung. 

2.  Eine    Involution     dritter     Ordnung     hat    stets    ein 
Ordnungselement     und    eine     Ordnungsinvolution    ziveiter 
Ordnung. 
Zusatz.     Als  besonderer  Fall  von  208o   ergiebt  sich:       z 

Eine  Involution  dritter  Ordnung  ist  durch  ihre 
Hauptinvolution  und  ein  Ordnungselement  bestimmt. 

211.   Bestimmung'sstücke  einer  Involution  dritter  211 
Ordnung". 

1.  Eine  Involution  dritter  Ordnung  ist  bestimmt  durch 
ein  Tripel  und  durch  die  einem  beliebigen  Elemente  zu- 
geiviesene  Involution  zweiter  Ordnung. 

Ist  dem  Punkte  A^  (Fig.  132)  von  77^  die  krumme  In- 
volution [^4]^^^'^)  zugewiesen,  und  ist  aufserdem  das  Tripel 
B^  B^  B.^  gegeben,  so  kann  man  die  dem  Punkte  B^  zu- 
zuweisende Involution  B-  finden.  Entspricht  nämlich  in  der 
Involution  [Ä\  dem  Punkte  B^  der  Punkt  X^,  so  ist  der 
Schnittpunkt  B  von  -4^  X^  und  B^  B.^  das  Zentrum  der  dem 
Punkte  B^  zuzuweisenden  Involution.  Da  der  Pol  der  Ver- 
bindungslinie A  B  die  Hauptinvolution  liefert,  so  ist  die  In- 
volution dritter  Ordnung  bestimmt' -^^*\  — 

2.  Eine  Involution  dritter  Ordnung  ist  durch  drei 
Tripel  bestimmt. 

Die  drei  gegebenen  Tripel  seien  -4^  A^  ^3,  B^  B^  Ä, 
Cj  C^  C...  Wir  stellen  uns  zunächst  nur  die  Aufgabe,  eine 
Involution  dritter  Ordnung  herzustellen,  von  der  A^  A^  A., 
und  B^  B.^  B.^  (Fig.  132)  zwei  Tripel  sind.  Wir  können 
dann  noch  als  Zentrum  der  dem  Punkte  A^  zuzuweisenden 
Involution  zweiter  Ordnung  einen  beliebigen  Punkt  A  von 
A^  A^  Avählen.  Dadurch  ist,  wie  wir  eben  sahen,  die  dem 
Punkte  B^  zuzuweisende  Involution  B  bestimmt:  Wir  haben 
den  Punkt  X^^  in  welchem  AB^  die  Kurve  schneidet,  aus 
A^  auf  B^  ^.5  zu  projizieren ;  die  so  gewonnene  Gerade 
A  B  =  X  bestimmt  mit  pr  eine  Involution   dritter  Ordnung,. 
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von  der  A^  ^o  "^3  ^^^^  ^1  ^2  ^^  ^^^^i  Tripel  sind.     Bewegt 
sich  nun  Ä  in  A^A^,  so  ist^'^'  ^^ 

^  A[B,]XX,[A^]Äß'. 
B  beschreibt  also  die  projektive  Punktreihe  B,^B:,^  die 
Oerade  AB=iX  also  einen  krummen  Strahlenbüschel  x-. 
Fällt  A^  und  mithin  auch  Xj,  in  .4^, 
so  fällt  X  in  ^i^2J  ^^^*  -^  ^^  A3  7 
so  fällt  X  in  A-43.  Da  aufserdem 
der  Träger  A^A.^  der  von  A  be- 
schriebenen Punktreihe  ein  Strahl  des 


Büschels   ist,   so    sind  die  Seiten  des 


Strahlen      des 


Dreiecks 
Büschels  X 

Wiederholen  wir  unsere  Be- 
trachtungen, indem  wir  von  den 
beiden  Tripeln  A^  A^A^  und  C^  C^  C.^ 
ausgehen,  so  ergiebt  sich,  dafs  der 
von  xiC  =  y  beschriebene  Strahlen- 
büschel zweiter  Ordnung  y-  ebenfalls 
die  Seiten  des  Dreiecks  A^  A^  A., 
enthält.  Die  beiden  Strahlenbüschel  x-  und  y-  haben  also 
noch  einen  vierten  Strahl  p  gemeinsam^^'^^i);  da  in  diesem 
jc  und  y  zusammenfallen,  so  erhalten  war  durch  p  eine 
Involution  dritter  Ordnung,  von  w^ elcher  A^A.-,A..,B^B,^B.^^ 
C^C^^C.  drei  Tripel  sindr — 

3.  Eine  Involution  dritter  Ordnung  ist  durch  drei 
Ordnungselemente  bestimmt. 
Fallen  die  Punkte  jedes  der  gegebenen  Tripel  zusammen, 
mit  andern  Worten,  sind  uns  die  Ordnungspunkte^^^^i^  A^  ^1  ^i 
gegeben,  so  läfst  sich  die  gesuchte  Gerade  p  und  mit  ihr 
die  Involution  dritter  Ordnung  bequem  konstruieren.  In 
diesem  Falle  sind  die  Verbindungslinien  -l,  A,  B^B...,  Q^C.^ 
die  Tangenten  in  A^B^C^.  Bezeichnen  wir  die  Punkte,  in 
denen  diese  Tangenten  von  den  Gegenseiten  des  Dreiecks 
A^B^C^  geschnitten  werden,  durch  ABT,  so  liegen  ABT 
in  der  Pascalschen  Gerade  p^^'^\  Fällt  A  bei  seiner  Be- 
wegung auf  A^  A  in  A,  so  fällt  X^  in  C^  und  B  in  B,  die 
Pascalsche  Gerade  A  B  = ;)  gehört  also  dem  von  A  B  =  x 
beschriebenen  krummen  Büschel  an.  Ebenso  zeigt  sich,  dafs 
sie   dem   von  AC  =  y   beschriebenen  Büschel  y-   angehört, 
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also   die  gesuchte  gemeinsame  Tangente  von  x-  und  y^  ist. 
—  Aus  der  Konstruktion  ergiebt  sich  noch: 

4.  Die  drei  Ordnungselemente  bilden  ein  Tripel  der 
Involution  dritter   Ordnung. 

212.  Konstpuktion  der  Ordnungsinvolution.  212 

Aufgabe:  In  einer  Kurve  zweiter  Ordnung  ist  eine 
Involution  dritter  Ordnung  durch  ihre  Hauptinvolution 
und  ein  Ordnungselement  gegeben^^^^  ^^ ;  man  soll  die 
Ordnungsinvolution  konstruieren. 

Ist  das  Zentrum  der  in  der  Kurve  gegebenen  Haupt- 
involution F,  so  müssen  die  Zentren  der  den  Punkten  von 
p-  zugewiesenen  Involutionen  zweiter  Ordnung  in  der  Polare 
p  von  P  liegen('ö^).  Ist  der  gegebene  Ordnungspunkt  K^^, 
so  mufs  die  Tangente  in  K^  die  Gerade  p  in  dem  zugeord-  - 
neten  Involutionszentrum  K  schneiden.  Die  gesuchte  Ord- 
nmigsinvolution  finden  wir  nun  durch  eine  Wiederholung  der 
Betrachtungen  von  Nr.  2IO2.  Während  wir  aber  dort  uns 
mit  dem  Beweise  begnügen  mufsten,  dafs  ein  Ordnungspunkt 
und  eine  Ordnungsinvolution  existiert,  können  wir  jetzt,  wo 
uns  ein  Ordnungspunkt  K^  gegeben  ist,  die  gesuchte  Ord- 
nungsinvolution wirklich  zeichnen. 

Die  involutorische  Verwandtschaft  zwischen  p^  und  p 
ist  durch  die  Zuweisung  von  K^  und  K  bestimmt (^^^»l  Wir 
wählen  also  eine  beliebige  Tangente  x  von  j^^  und  kon- 
struieren in  dieser  wieder  wie  in  Nr.  210  eine  zu  den 
Punkten  A^  B^C^  . .  von  p"^  und  daher  auch  zu  den  Punkten 
ABG..  von  p  projektive  Punktreihe  ABT...  Durch 
passende  Wahl  der  Tangente  x  nun  läfst  sich  diese  Kon- 
struktion sehr  vereinfachen.  —  Wir  wählen  als  Tangente  x 
die  zweite  von  K  an  p^  gehende  Tangente,  deren  Berührungs- 
punkt L^  sein  möge.  Dadurch  wird  die  projektive  Beziehung 
von  p  und  x  zur  Perspektiven;  denn  in  dem  Schnittpunkte  K 
von  p  und  x  sind  zwei  homologe  Punkte  der  Punktreihen 
X  und  p  vereinigt.  Zeichnen  wir^-*^^3)  den  dem  Punkte  L^ 
(Fig.  133)  in  p  homologen  Punkt,  so  erhalten  wir  den  Punkt 
X,  in  dem  p  von  K^  Z^,  der  Polare  von  K^^^  ^i),  geschnitten 
wird.  Weil  die  Verwandtschaft  eine  Perspektive  ist,  der 
krumme  Strahlenbüschel  x^  also  in  zwei  gerade  Strahlen- 
büschel zerfällt,  so  mufs  das  Zentrum  der  gesuchten  Ordnungs- 
involution   auf  LL^    liegen;   zu  seiner   Auffindung  braucht 
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also  nur  noch  ein  Paar  homologer  Punkte  von  x  und  p  be- 
stimmt zu  werden.  Ist  Ä^  ein  beliebiger  Punkt  von  p^,  so 
finden  wir^^^'^s)  den  zugeordneten  A  von  p  vermittelst  des 
Punktpaares  K^  K  (oder  des  Punktpaares  L^  L\  indem  wir 
A^  mit  K  verbinden  und  den  zweiten  Schnittpunkt  B^ 
dieser  Verbindungslinie  und  p"^  aus  K^  auf  p  projizieren. 
Ziehen  wir  also  noch  die  Tangente  in  A^^  die  x  =  KL^  in 
A  schneidet,  so  sind  A  und  A  zwei  homologe  Punkte  von  x 

und  p,  ihre  Verbindungs- 
linie schneidet  daher  L^  L 
in  dem  Zentrum  J  der 
gesuchten  Ordnungsinvo- 
lution. 

Zusatz.  Ziehen  wir  noch 
die  Verbindungslinie  K^k 
(Fig.  133)  und  nennen 
ihren  zweiten  Schnittpunkt 
mit  der  Kurve  C,  so 
sindC^o^)  K^C.L^A^  vier 
harmonischeKurvenpunkte, 
folglich  K^iK^C.L^A^) 
vier  harmonische  Strahlen. 
Diese  schneiden  die  Gerade 
^  A  in  dem  harmonischen 
Wurfe  YA.JX.  Pro- 
jizieren wir  diesen  wieder 
aus  K  auf /iT^  Xj,  so  ergiebt 


JTf 


Fig.  133. 


Weil     ferner    K,  X, 


AS, 


sich,  dafs  K^^ L^.JJ^  vier 
harmonische  Punkte  sind, 
vier    harmonische    Punkte 


sindC'^^)^  so  sind  K^  {K^L^.  Ä^B^)  vier  harmonische  Strahlen 
und  folglich  YJ.XA  vier  harmonische  Punkte.  Projizieren 
wir  diese  aus  K  auf  K^ L^ ,  so  ergiebt  sich,  dafs  K^J  .J^L 
ein  harmonischer  Wurf  ist. 

Da  wir  in  den  beiden  harmonischen  Würfen  K^L^  .  J  J^ 
und  K^J.LJ^  die  drei  Punkte  K^  L^  L  als  gegeben  an- 
sehen können,  so  haben  wir  durch  unsere  Konstruktion  die 
Aufgabe  gelöst: 

1.  Gegeben  die  drei  Punkte  K^L^L;  man  soll  zwei 
Punkte  J  und  Jj  so  bestimmen,  dafs  K^L^.JJ^  und 
K^J .  L  J^  zwei  harmonische  Würfe  sind.  — 
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Da  diese  Aufgabe  (vgl.  auch  von  Staudt:  Beiträge  zur 
Geometrie  der  Lage,  Nr.  297)  bei  der  Aufstellung  eines 
Polarfeldes  dritter  Ordnung  von  Nutzen  sein  wird,  so  mag 
hier  noch  eine  Bemerkung  angeknüpft  werden,  die  sich  aus 
unserer  Konstruktion  ergiebt. 

Halten  wir  die  Punkte  K^  und  L^  fest,  während  L  sich 
auf  K^  L^  bewegt,  so  können  wir  für  jede  Lage  von  L  zur 
Konstruktion  von  J  denselben  Punkt  A^^  den  wir  beliebig 
angenommen  hatten,  benutzen;  es  sind  dann  auch  noch  die 
Punkte  A  und  B^  fest.  Während  L  sich  in  K^L^  bewegt, 
bewegt  sich  A  in  K^B^^  und  X  in  K^A^^  so  dafs  wir 
haben  (37  A). 

.L[iir]Ä^[A]Ä^[f]A«/iUndJ[A]Ä^, 
folglich  J  /\J^\ 

in  Worten: 

2.  Die  Punktreihen  J  und  J^   sind   projektiv   auf 
die  Punktreihe  L  bezogen.  — 

Schliefslich  mag  noch  bemerkt  werden,  dafs  der  Satz 
eine  Verallgemeinerung  des  Pascalschen  für  das  Kurven- 
dreieck (^'^)  ist.  Wenn  nämlich  J  ein  hyperbolischer  Punkt^^^^^) 
ist,  dessen  Tangenten  die  Kurve  in  M^  und  N^  berühren,  so 
ist  die  Gerade  p  die  Pascalsche  Gerade  des  Kurvendreiecks 

213.  Konstruktion  von  Involutionen  dritter  Ord-  213 
nung-  durch  einen  Büschel  von  Polarfeldern  zweiter 
Ordnung".  Die  Pole  einer  beliebigen  Gerade  e  für  die  Polar- 
felder eines  Büschels  liegen  in  einer  Kurve  e^^,  die  v^r^^^^)  die 
Polkurve  der  Gerade  e  genannt  haben.  In  dieser  Polkurve  e^^ 
liegen  auch  die  Punkte  E^^  die  den  Punkten  E  von  e  ab- 
solut konjugiert  sind,  und  zwar  sind  die  Punkte  E^  projektiv 
auf  die  Punkte  E  bezogen(i98).  _  Sind  den  Punkten  C^  A^  G^ 
(Fig.  134),  in  denen  e  die  Träger  g  hu  schneidet,  die  Punkte 
C  A  H^  homolog,  so  finden  wir  den  dem  Punkte  E  von  e  absolut 
konjugierten  Punkt  E^^'^^'^^\  indem  wir  den  Punkt  X,  in  dem 
C  A  von  E  U  geschnitten  wird,  aus  G^  auf  g  und  h  und  die 
erhaltenen  Punkte  D  und  f  aus  A  und  C  projizieren.  Be- 
wegt sich  nun  der  Punkt  E  auf  ß,  X  also  auf  CA,  D  auf  ^ 
und  r  auf  ä,  so  sehen  wir:  Wenn  E  der  Reihe  nach  in 
Cj,  A-^  und  den  Punkt  A^  fällt,   in   dem  C^A^  von  CA  ge- 
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schnitten  wird,  so  fällt  E^  der  Reihe  nach  in  C,  f  und  den 
Punkt  A,  in  dem  sich  C  A^  und  A  C^  schneiden^^^^  ^>.  Die 
projektive  Verwandtschaft  zwischen  der  geraden  Punktreihe 
E  und  der  krummen  Punktreihe  E^  ist  also  bestimmt  durch 
Cj  Aj  Aj  ^  C  A  A.  Da  das  Dreieck  C  A  A  perspektiv  liegt  zu 
den  Punkten  C^AjA^,  so  sind  die  beiden  projektiven  Punkt- 
reihen in  involutorischer  Lage^^^^i). 


Fig.  134. 


1.  Jede  gerade  Punktreihe 
e  ist  involutorisch  auf  ihre 
Polkurve  e^^  bezogen,  wenn 
man  jedem  Punkte  E  von  e 
den  ihm  absolut  konjugierten 
Punkt  Ej^   von  e^^  zuordnet. 

Daraus  folgt^^OT«). 

2.  Jede  Gerade,  welche  einen 
beliebigen  Punkt  A  von  e  mit 
einem  beliebigen  Punkte  Bj  von 
Cj^  verbindet,  wird  von  der  Ver- 
bindungslinie der  homologen 
Punkte  A^    und    B    in    einem 


Punkte    der   Polkurve  e^^ 
schnitten. 


9e- 


1.  Jeder  gerade  Strahlen- 
bUschel  E  ist  involutorisch 
auf  seinen  PolarenbUschel  E^^ 
bezogen,  wenn  man  jedem 
Strahle  e  von  E  den  ihm  ab- 
solut konjugierten  Strahl  e^ 
von  E^-  zuordnet. 

2.  Jeder  Punkt,  in  welchem 
ein  beliebiger  Strahl  a  von  E 
einen  beliebigen  Strahl  h-^  von 
E^^  schneidet,  liegt  mit  dem 
Schnittpunkte  der  homologen 
Strahlen  a^  und  b  in  einem 
Strahle  des  Polarenbüschels  ^^. 


Diese  Bemerkung  wollen  wir  noch  in  einer  etwas  andern 
Form  aussprechen,  indem  wir  sie  aus  dem  Hesseschen  Satz(9^> 
ableiten  und  dadurch  auf  die  Bedeutung  dieses  Satzes  für 
die  Involution    dritter  Ordnung   hinweisen.      Betrachten  wir 
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die  absolut  konjugierten  Punkte  AA^  und  B  B^  als  zwei 
Paar  Gegenecken  eines  Vierseits,  so  ergiebt  sieh,  dafs  die 
Ecke,  in  der  sich  die  Seiten  AB  und  A^B^  des  Vierseits 
schneiden,  absolut  konjugiert  ist  ihrer  Gegenecke,  in  der 
sich  A  B^  und  A^  B  schneiden : 


3.  Sind  AA^  und  B  B^ 
zwei  Paar  absolut  konjugierte 
Punkte,  so  ist  auch  der  Schnitt- 
punkt von  A  B  und  A^B^  dem 
Schnittpunkte  von  A  B^  und 
A^  B  absolut  konjugiert.  — 

Ferner  ergiebt  sich^^o^i): 

4.  Ordnet  man  jedem  Punkte 
E^  von  e-^^  die  krumme  Punkt- 
involution  zu,  die  den  absolut 
konjugierten  Punkt  E  von  e 
als  Involutionszentrum  hat,  so 
ist  in  e-,^  eine  Involution  dritter 


3.  Sind  a  a^  und  b  b^  zwei 
Paar  absolut  konjugierte  Ge- 
raden, so  ist  auch  die  Verbin- 
dungslinie von  a  b  und  a^  b^ 
der  Verbindungslinie  von  a  b^ 
und  a^  b  absolut  konjugiert.  — 

4.  Ordnet  man  jedem  Strahle 
ej  von  Ej,  ^  die  krumme  Strahlen- 


involution zu,  die  die  absolut 
konjugierte  Gerade  e  als  In- 
volutionsachse hat^  so  ist  in  E^^ 
eine  Involution  dritter  Ordnung 
Ordnung  konstruiert.  —  konstruiert.  — 

Durch  die  krumme  Involution  dritter  Ordnung  in  e^^  ist 
auch  eine  gerade  Involution  dritter  Ordnung  in  e  bestimmt ; 
denn  die  beiden  Punktreihen  e  und  e^^  sind  projektiv  auf- 
einander bezogen.  Diese  gerade  Punktinvolution  dritter 
Ordnung  von  e  wollen  wir  zeichnen.  —  Weil  zwei  Paar 
Gegenseiten  des  Vierecks  C LDV  (Fig.  134)  die  Diagonale  u 
in  homologen  Punktpaaren  G  H  und  G^  H^  der  diagonalen 
Involution  schneiden,  so  schneiden  auch  die  Gegenseiten  C  V 
und  A  D  die  Diagonale  u  in  zwei  homologen  Punkten  G^  und 
iy^(64  z)  Ym  das  Polarfeld  (G^  (^,)  ist  daher  H^  der  Pol  von  U^^^^\ 
ferner  C  G^  die  Polare  von  6\  und  A  H^  die  Polare  von  A^, 
der  Schnittpunkt  E^  also  der  Pol  von  e.  Für  das  Polar- 
feld {G  6rJ  ist  daher  dem  Punkte  C^  der  Punkt  C  konjugiert, 
in  dem  e  von  C  G^  geschnitten  wird,  und  dem  Punkte  A^ 
der  Punkt  A',  in  dem  e  von  A  H^  geschnitten  wird.  —  Ver- 
binden wir  nun  den  Punkt  E  von  e  mit  dem  Punkte  C  der 
Polkurve  e^^  so  wird  diese  Verbindungslinie,  wie  wir  eben 
gesehen  haben,  von  der  Verbindungslinie  der  homologen 
Punkte  E^  und  C^  in  dem  Punkte  (7/  der  Polkurve  e^^  ge- 
schnitten, der  dem  Punkte  O  absolut  konjugiert  ist.  Den 
Punkten  C  und  C'  also,  die  mit  E  in  einer  Gerade  liegen, 
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sind  in  e  zwei  Punkte  6\  und  C  absolut  konjugiert,  die 
einander  homolog  sind  für  das  Polarfeld  {G  G^),  d.  h.  für 
das  Polarfeld,  für  welches  E^  der  Pol  von  e  ist.  Ebenso 
würde  sich  ergeben,  wenn  wir  den  zweiten  Schnittpunkt 
von  E  ti  mit  der  Polkurve  durch  A/  bezeichneten,  dafs  den 
Punkten  A  und  A/  in  e  die  beiden  Punkte  A^  und  A'  ab- 
solut konjugiert  sind,  also  zwei  Punkte,  die  ebenfalls  für 
das  Polarfeld  {G  G^)  einander  konjugiert  sind: 


5.  Ordnet  man  jedem  Punkte 
E  von  e  die  Involution  zu^ 
welche  dem  Polarfelde  des 
Büschels  konjugiert  ist,  für 
welches  der  dem  Punkte  E  ab- 
solut konjugierte  Punkt  E^^  der 
Pol  von  e  ist,  so  erhält  man 
in  e  eine  gerade  Punktinvolu- 
tion  dritter  Ordnung. 


5.  Ordnet  man  jedem  Strahle 
e  von  E  die  Involution  zu, 
welche  dem  Polarj'elde  der  Schar 
konjugiert  ist,  für  welches  der 
dem  Strahle  e  absolut  konju- 
gierte Strahl  e^  die  Polare  von 
E  ist,  so  erhält  man  in  E  eine 
gerade  Strahleninvolution  dritter 
Ordnung. 


§  19.   Die  adjungierten  Involutionen. 

214  214.  Erweiterung"  des  Beg-rifFs  der  konjug-ierten 
Punkte.  Es  seien  e'^  und  /-  irgend  zwei  einem  Polarfelde 
k^  konjugierte  Involutionen;  fassen  wir  diese  Involutionen 
als  zwei  Gegenseiten (^3*^  auf,  so  erzeugen  sie  in  jeder 
Gerade  a  eine  Hauptinvolution.  Hat  diese  Hauptinvolution, 
die  dem  Polarfelde  k'^  adjungiert  ist^^^^"),  zwei  Ordnungs- 
punkte, so  sind  diese  zwei  einander  für  P  konjugierte 
Punkte  (^^1^). 

Diese  Bemerkung  führt  uns  dazu,  in  der  Hauptinvolution 
eine  ähnliche  Erweiterung  des  Begriffs  der  konjugierten 
Punkte  zu  sehen,  wie  wir  sie  in  Nr.  93  durch  die  konjugierte 
Involution  für  den  Begriff"  der  Schnittpunkte  einer  Gerade 
mit  der  Kurve  eingeführt  haben.  Diese  Erweiterung  hatte 
den  grofsen  Vorteil,  dafs  unsere  Beweise  dieselben  waren 
für  die  Geraden,  die  die  Kurve  schnitten,  und  für  solche, 
die  sie  nicht  schnitten.  Derselbe  Vorteil,  also  die  allgemeine 
Gültigkeit  der  Sätze,  ergiebt  sich  auch  jetzt,  wenn  wir  zwei 
konjugierte  Punkte  durch  eine  Involution  ersetzen.  That- 
sächlich  haben  wir  von  dieser  Erweiterung  des  Begriff's  der 
konjugierten   Punkte   bereits    mehrfach   Gebrauch   gemacht, 
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nämlich  überall  da,  wo  wir  von  der  adjungierten  Involution 
gesprochen  haben.  An  dieser  Stelle  sollen  nun  die  bereits 
gemachten  Bemerkungen  im  Zusammenhange  wiederholt  und 
durch  einige  bisher  nicht  ausgesprochene  Sätze  ergänzt 
w^erden. 

1.  Definition:  Jede  resultierende  (oder^  ivas  dasselbe 
ist:  jede  komponierende)  einer  konjugierten  Involution  heifst 
dem  Polarfelde  adjungiert^^^^  ^^K 

2.  Die  Ordnungselemente  einer  adjungierten  Involution 
sind  dem  Polarfelde  konjugiert^^^^^\ 

3.  Die  resultierende  aus  zwei  einem  Polarfelde 
adjungierten  Involutionen,  die  denselben  Träger  haben, 
ist  dem  Polarfelde  konjugierte^ ^2)^ 

4.  Sind  zwei  Involutionen  einem  Polarfelde  kon- 
jugiert, so  ist  jede  ihnen  zugeordnete ^^^^^  Haupt- 
involution dem  Polarfelde  adjungiert^^^^s). 

5.  Sind  zwei  Involutionen  eine^n  Polar felde  konjugiert > 
so  ist  ihre  diagonale  Involution  dem  Polarfelde  ad- 
jungiert^^^^<^\ 

215.    Zusatz   zum   Lehrsatz   des   Desargrues.     Die  215 

beiden  konjugierten  Involutionen  6-  und  /^,  die  ein  Polar- 
feld k-  in  zwei  beliebigen  Trägern  e  und  /  induziert,  wollen 
wir  im  folgenden  der  Kürze  wegen  ein  Sehnenpaar  des 
Polarfeldes  nennen.  (Für  die  konjugierten  Strahleninvo- 
lutionen E'^  und  i^'^,  die  den  Punktinvolutionen  e^  und  /^ 
duaK^^  gegenüberstehen,  steht  kein  dem  Worte  Sehne  ent- 
sprechendes zur  Verfügung;  wir  müssen  uns  deswegen  mit 
dem  Worte  „Punktpaar"  behelfen.)  Fassen  wir  wieder (214) 
dieses  Sehnenpaar  [ef)  als  ein  Paar  Gegenseiten  im  Sinne 
von  Nr.  134  auf,  so  induzieren  die  Gegenseiten  {e  f)  in 
jeder  Gerade  a  eine  Hauptinvolution.  Der  Satz,  der  den  Zu- 
sammenhang zwischen  dieser  Hauptinvolution  und  der  dem 
Polarfelde  konjugierten  Involution  von  a  ausspricht,  ist  der 
Lehrsatz  des  Desargues^^^^»),  den  wir  an  dieser  Stelle  mit 
etwas  veränderten  'Worten  wiederholen: 


1.  Jedes  Sehnenpaar  eines 
Polarfeldes  erzeugt  in  einer 
beliebigen  Gerade  eine  Haupt- 
punktinvolution, die  dem  Po- 
larfelde adjungiert  ist. 


1.  Jedes  „Punktpaar"  eines 
Polarfeldes  erzeugt  in  einem 
beliebigen  Punkte  eine  Haupt- 
strahleninvolution ,  die  dem 
Polarfelde  adjungiert  ist. 
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Wird  die  Gerade  a  von  den  Sehnen  e  und  /  in  den 
Punkten  E  und  F  geschnitten,  so  sind  die  Punkte  E  und  F 
einander  homolog  in  der  Hauptinvolution(i34)^  welche  e^  und 
P  in  a  bestimmen.  Da  nun  diese  Hauptinvolution  nach 
dem  eben  wiederholten  Satze  von  Desargues  eine  kom- 
ponierende der  konjugierten  Involution  von  a  ist,  so  ist  sie 
durch  das  Punktpaar  E  F  bestimmt (^*^^i^.  Je  zwei  Sehnen 
des  Polarfeldes  also,  die  a  in  denselben  Punkten  E  und  F 
schneiden  wie  die  beiden  Sehnen  e  und  /J  von  denen  wir 
ausgingen,  erzeugen  in  a  dieselbe  Hauptinvolution  wie  e^ 
und  p.  Daraus  ergiebt  sich  der  Zusatz  zum  Desarguischen 
Satze : 


2.  Zwei  Sehnewpo.are  eines 
Polarfeldes  erzeugen  in  einer 
beliebigen  Gerade  a  dieselbe 
Hauptpunktinvolution,  wenn  die 
Träger  des  einen  Paares  die 
Gerade  a  in  denselben  Punkten 
schneiden,  icie  die  Träger  des 
andern. 


2.  Zivei  ,,Punktpaare"  eines 
Polarfeldes  erzeugen  in  einem 
beliebigen  Punkte  A  dieselbe 
ITauptstrahleninvolution,  luenn 
die  Mittelpunkte  des  einen 
Paares  aus  A  dwch  dieselben 
Strahlen  projiziert  werden  wie 
die  Mittelpunkte  des  andern. 
Zusatz.  Sind  die  beiden  Sehnen  hyperbolisch  (haben 
die  Involutionen  e-  und  /^  die  Ordnungspunkte  K  K^  und 
L ]j^\  so  bestimmen  sie  ein  Kurvenviereck  KK^LL^^ 
dessen  Gegenseiten  die  Gerade  a  in  homologen  Punkten  der 
Hauptinvolution  schneiden^^^*^).  Für  diesen  besondern  Fall 
heifst  also  unser  Satz: 


Die  Gegenseiten  zweier  Kur- 
venvierecke schneiden  eine 
Gerade  a  in  Punktpaaren 
einer  und  derselben  Involu- 
tion, wenn  zwei  Gegenseiten 
des  einen  Vierecks  die  Ge- 
rade a  in  denselben  beiden 
Punkten  schneiden  wie  zwei 
Gegenseiten  des  andern  Vier- 
ecks. — 


Die  Gegenecken  zweier 
Kurvenvier  Seite  werden  aus 
einem  Punkte  A  durch  Strah- 
lenpaare einer  und  derselben 
Involution  projiziert,  wenn 
zwei  Gegenecken  des  einen 
Vierseits  aus  dem  Punkte  A 
durch  dieselben  beiden  Strah- 
len projiziert  werden  wie  zwei 
Gegenecken  des  andern  Vier- 


sens. — 

Schneidet  die  Vierecksseite  KL  die  Gerade  a  in  dem 
Punkte  J^;,  der  dem  Punkte  E,  in  dem  a  von  KK^  =  e 
geschnitten    wird,    in    der    konjugierten    Involution    von    a 
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homolog'  ist,  so  mufs^^^^i)  die  Gegenseite  K^  L^  die  Gerade  a 
in  dem  Punkte  F^  schneiden  ('^'^^^  der  dem  Schnittpunkte  F 
von  Xi^=/und  a  in  der  konjugierten  Involution  von  a 
homolog  ist.  Wir  kommen  also  durch  diese  Spezialisierung 
auf  den  in  Nr.  99^  bewiesenen  Lehrsatz  zurück.  Da  wir 
auf  diesen  Lehrsatz  die  Analysis  unserer  Fundamentalkon- 
struktion ^^^^^  stützten,  so  zeigt  sich,  welcher  Zusammen- 
hang zwischen  unserer  Fundamentalkonstruktion  und  dem 
Lehrsatz  des  Desargues  besteht. 

216.  Bestimmung*  des  Polarfeldes  durch  zwei  kon-  216 
jugrierte  und  eine  adjung'ierte  Involution. 

Lehrsatz:  Durch  zwei  konjugierte  und  eine  adjungierte 
Involution  ist  ein  Polarfeld  bestimmt. 
Beweis:  Die  beiden  konjugierten  Punktinvolutionen 
seien  g'^  und  h^,  die  adjungierte  Involution  a-.  Der  durch 
{g  h)  bestimmte  BüscheF^^^i)  induziert  in  a  eine  Hauptinvolu- 
tion. Diese  Hauptinvolution  können  wir  mit  der  in  a  ge- 
gebenen adjungierten  Involution  zu  einer  resultierenden  zu- 
sammensetzen^i^2)^  Igt  i^  dieser  resultierenden  Involution 
dem  Punkte  A^  in  dem  die  Diagonale  u  von  der  Gerade  a 
geschnitten  wird,  der  Punkt  A'  von  a  homolog,  so  ist  die 
Gerade  A'  £/,  welche  den  Punkt  A'  mit  dem  Diagonalpunkte 
U  verbindet,  die  Polare^'^^-^^  von  A  und  schneidet  die  Dia- 
gonale in  dem  dem  Punkte  A  konjugierten  Punkte  A^. 
Durch  das  Punktpaar  AA^  wird  eine  komponierende  der 
diagonalen  Involution  bestimmt^^^^«).  Entspricht  in  dieser 
dem  Punkte  G  der  Punkt  (r-^,  so  ist  das  durch  die  Zu- 
weisung* {GG^)  bestimmte(*9-ä)  Polarfeld  das  gesuchte. 

217.  Verallg-emeinerung"   des   Hesseschen   Satzes.  217 

Wir  betrachten  die  Polarfelder,  denen  zwei  gegebene  Punkt- 
involutionen g-  und  /r  adjungiert  (nicht,  wie  bisher,  konju- 
giert) sind.  Jedes  dieser  Polarfelder  k'-  erzeugt  in  den 
Trägern  g  und  h  konjugierte  Involutionen,  die  nach  der 
Definition^'^^^i)  komponierende  der  in  g  und  h  gegebenen 
adjungierten  Involutionen  sind.  Entspricht  in  den  gegebenen 
adjungierten  Involutionen  dem  Schnittpunkte  U  (Fig.  135) 
der  Träger  in  g  der  Punkt  G  und  in  h  der  Punkt  H^  so 
dafs  GH  die  Diagonale  u  der  gegebenen  Involutionen  ist, 
so  sind  für  das  beliebige  Poiarfeld  k'-^  für  welches  dem 
Punkte    U  in    q"    der  Punkt   C   und    in   A"^    der  Punkt    f 
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konjugiert    sei,    auch    GC^    und   Hf^    konjugierte    Punkt- 
paaref^^^'^*) ;   das  Polarfeld  k-   gehört  also  einem  Büschel  an, 
der  bestimmt  ist  durch  die  konjugierte  Involution  CJ  C .  GC^ 
in  g   und  durch  die  konjugierte  Involution   ü  V  .HV^  in  h. 
Für  alle  Polarfelder  dieses  Büschels  ist  Cr  die  Polare  des 
Punktes   U^^^-^^  und    die    m  G  H  durch   diesen  Büschel  be- 
stimmte Hauptinvolution   ist   gegeben (i^*)    durch   das   Punkt- 
paar GH  und  die  Punkte  A  und 
B^  in  denen  G  H  von  der  gemein- 
samen  Polare    C  V    und   der  G  H 
zugeordneten    Gerade     C^  fj     ge- 
schnitten     vy^ird.       Diese     Haupt- 
involution    ist,     vrie     wir     sehen, 
identisch    mit   der   diagonalen  In- 
volution^^'*^^«),    die    den  in  g  und   h 
gegebenen   adjungierten  In- 
Fig.  135.  volutionen  zugeordnet  ist.     Da  nun 

diese   Hauptinvolution  dem  Polar- 
felde h'  adjungiert  ist^-^^«),   so   ist,    mit  andern  Worten,   die 
den  gegebenen  Involutionen  g-  und  K^  zugeordnete  diagonale 
Involution  GH.  AB  unserm  Polarfelde  adjungiert.     Jedem 
Polarfelde  also,    dem  die  gegebenen  Involutionen  ^^  und  A^ 
adjungiert  sind,  ist  auch  die  diagonale  Involution  u''"  adjungiert: 
Sind  zwei  Involutionen  einem  Polarfelde  adjungiert^  so 
ist  auch  ihre  diagonale  Involution  dem  Potarfelde  adjungiert. 
7'  Zusatz.     Haben    die    beiden    Involutionen    ^-    und    h^ 

Ordnungspunkte,  so  sind  diese  konjugierte  Punkte  des  Polar- 
feldes(2i4v!)  j)a  jjj  diesem  Falle  auch  die  diagonale  Involu- 
tion Ordnungspunkte  hat^^^'^«),  so  sind  auch  diese  zwei  kon- 
jugierte Punkte  von  k'^.  Unser  Satz  ist  also^^^^^^  eine 
Verallgemeinerung  des  Hesseschen^^^). 

218  218.  Büschel  adjung-ierter  Involutionen.  Es  sei  ä;- 
ein  Polarfeld,  dem  die  Involution  g-  konjugiert  und  die  In- 
volution a"^  adjungiert  sei.  Ist  g~  =  C  C^  .  U  (7,  so  erhalten 
wir  durch  die  Zuweisung  {C  U)  die  komponierende  Involution 
C  U .  C^  G(i66j  YQjj  g2  Diese  ist  unserm  Polarfelde  adjun- 
giert(2i^i),  weil  ihm  g-  konjugiert  ist.  Aufserdem  ist  dem 
Polarfelde  k-  die  Involution  a^  adjungiert.  Mithin  giebt  es 
noch  eine  Involution,  die  k-  adjungiert  ist:  die  diagonale 
Involution   von    CU.C^G   und   a^^^n)     Xst  C  der   Schnitt- 
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piinkt  der  Träger  g  und  a  und  die  adjungierte  Involution 
a"-  =^Cr  .O  r',  so  ist  r  U  die  Diagonale  der  Gegenseiten 
CU .  C^  G  und  a-,  und  mithin  der  Träger  der  unserm  Polar- 
felde adjungierten  Involution,  die  bestimmt  ist^^^^)  durch  das 
Punktpaar  U  f  und  die  beiden  Punkte  f^  und  H,  in  denen 
r  U  von  C  C^  und  f  G  geschnitten  w^ird.  Durchläuft  ü 
den  Träger  g^  so  dafs  uns  durch  CU .C-^G  die  sämtlichen 
komponierenden  Involutionen  von  g-  dargestellt  werden*^^^^")^ 
so  beschreibt  f  ( U)  einen  Strahlenbtischel  erster  Ordnung ; 
in  jedem  Strahle  r(Z7)  dieses  Büschels  liefert  die  diagonale 
Involution  eine  dem  Polarfelde  k~  adjungierte  Involution. 
Da  k^  ein  beliebiges  der  Polarfelder  ist,  denen  g'^  konjugiert 
und  «2  adjungiert  ist,  so  haben  wir  den 


Lehrsatz:  Alle  Polarfelder, 
denen  eine  gegebene  Punkt- 
involution g'^  konjugiert  und 
eine  zw^eite  gegebene  Punkt- 
involution a^  adjungiert  ist, 
haben  noch  unendlich  viele 
adjungierte  Punktinvolutionen 
gemeinsam.  Die  Träger  dieser 

adjungierten  Punktinvolu- 
tionen bilden  einen  Strahlen- 
büschel erster  Ordnung,  dessen 
Mittelpunkt  V  derjenige  Punkt 
von  a  ist,  der  dem  Schnitt- 
punkte C  der  Träger  g  und 
a  in  der  adjungierten  Punkt- 
involution «2  homolog  ist. 


Lehrsatz :  Alle  Polarfelder, 
denen  eine  gegebene  Strahlen- 
involution 6r2  konjugiert  und 
eine  zvs^eite  gegebene  Strahlen- 
involution A^  adjungiert  ist, 
haben  noch  unendlich  viele 
adjungierte  Strahleninvolu- 
tionen gemeinsam.  Die  Mittel- 
punkte dieser  adjungierten 
Strahleninvolutionen  bilden 
eine  Punktreihe  erster  Ord- 
nung, deren  Träger  y  der- 
jenige Strahl  von  A  ist,  der 
der  Verbindungslinie  c  der 
Mittelpunkte  G  und  A  in 
der  adjungierten  Strahlenin- 
volution A^  homolog  ist. 


219.  Der  Trägrer  der  zweiten  konjug-iepten  Involu-  219 

tion.  Ein  Polarfeld  ä;^  induziert  in  jeder  Gerade  a  eine 
konjugierte  Involution^^^^ ;  ein  zweites  Polarfeld  ^^^  erzeugt 
in  der  Gerade  a  ebenfalls  eine  konjugierte  Involution;  die 
aus  diesen  beiden  konjugierten  Involutionen  resultierende 
ist  den  beiden  Polarfeldern  1<?  und  k^^  adjungiert^^nj^  Wenn 
die  beiden  konjugierten  Involutionen  von  a  nicht  identisch 
sind,  so  ist  die  resultierende  immer  bestimmt^^^'^). 


1.    Lehrsatz:    Durch    zwei 
Polarfelder   ist   in  jeder  Ge- 


1.    Lehrsatz:    Durch    zwei 
Polarfelder     ist     in    jedem 
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rade,  die  nicht  der  Träger 
einer  beiden  Feldern  gemein- 
sam konjugierten  Punktin- 
voliition  ist,  eine  den  beiden 
Feldern  gemeinsam  adjun- 
gierte  Punktinvolution  be- 
stimmt. 


Punkte,  der  nicht  der  Mittel- 
punkt  einer   beiden   Feldern 

gemeinsam  konjugierten 
Strahleninvolution    ist ,    eine 
den   beiden  Feldern  gemein- 
sam   adjungierte   Strahlenin- 
volution bestimmt. 

Wir  betrachten  jetzt  wieder,  wie  in  Nr.  218,  solche 
Polarfelder,  die  eine  konjugierte  Involution  g"^  und  eine  ad- 
jungierte Involution  ä-  gemeinsam  haben.  Sind  ¥•  und  h^^ 
irgend  zwei  dieser  Felder,  so  müssen  sie,  weil  sie  die  kon- 
jugierte Involution  g^  gemeinsam  haben,  noch  eine  zweite 
Involution  h^  gemeinsam  haben^^^^i).  Sie  gehören  also  dem 
durch  die  Gegenseiten  (gh)  bestimmten  Büschel  von  Polar- 
feldern an.  Da  jede  Hauptinvolution  des  Büschels^^^^^)  ^^j^ 
beiden  Polarfeldern  ie-  und  k^^  adjungiert  ist,  so  mufs  die 
Hauptinvolution  von  a  mit  der  gegebenen  adjungierten  In- 
volution «2  zusammenfallen;  weil  aber  jede  Gerade  von  g 
und  h  in  zwei  homologen  Punkten  ihrer  Hauptinvolution 
geschnitten  wird(i34)^  §0  wird  der  Träger  a  von  g  und  h  in 
zwei  homologen  Punkten  C  und  r  der  in  a  gegebenen  ad- 
jungierten Involution  geschnitten.  Sind  /  und  a^  gegeben, 
so  ist  damit  der  Schnittpunkt  C  von  g  und  a  und  dadurch 
auch  der  dem  Punkte  C  homologe  Punkt  V  von  d^  gegeben. 
Die  Gerade  h  geht  also,  welches  Polarfeld  wir  auch  wählen, 
immer  durch  den  Punkt  f: 


2.  Haben  zwei  Polarfelder 
eine  konjugierte  Punktinvolution 
g2  und  eine  adjungierte  Punkt- 
involution a^  gemeinsam  j  so 
geht  der  Träger  h  der  zweiten 
gemeinsam  konjugierten  Involu- 
tion durch  den  Punkt  f  von 
a,  der  dem  Schnittpunkte  C 
von  g  und  a  in  der  gegebenen 
adjungierten  Involution  a^  homo- 


2.  Haben  zivei  Polarfelder 
eine  konjugierte  Strahleninvolu- 
tion G^  und  eine  adjungierte 
Strahleninvolution  A^  gemein- 
sam^ so  liegt  der  Mittelpunkt 
H  der  zweiten  gemeinsam  kon- 
jugierten Involution  auf  dem 
Strahle  y  von  A,  der  der  Ver- 
bindungslinie c  von  G  und  A 
in  der  gegebenen  adjungierten 
Involution  A^  homolog  ist. 


log  ist 

220  220.  Bestimmung-  eines  Büschels  von  Polarfeldern 
durch  eine  konjugierte  und  zwei  adjungierte  Involu- 
tionen.    Alle  Polarfelder,    die   eine  gemeinsam  konjugierte 


19.    Die  adjungierten  Involutionen.    Nr.  220. 
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Involution  g^-  und  eine  gemeinsam  adjungierte  Involution  a^ 
haben,  haben  nach  Nr.  218  in  jedem  Strahle  des  Punktes 
r,  der  dem  Schnittpunkt  C  von  g  und  a  in  a-  homolog  ist, 
eine  gemeinsam  adjungierte  Involution.  Wählen  wir  unter 
diesen  Polarfeldern  diejenigen  aus,  die  überdies  noch  eine  zweite 
adjungierte  Involution  Jß  gemeinsam  haben,  so  gehören  diese, 
wie  wir  zeigen  wollen,  einem  Büschel  von  Polarfeldern  an. 
Entspricht  dem  Schnittpunkte  D  (Fig.  136)  der  Träger 
g  und  h  in  der  adjungierten  Involution  6^  der  Punkt  A,  so 
ist  die  Verbindungslinie  li  der  Punkte  f  und  A  der  Träger 
einer  allen  Polarfeldern  gemeinsam  konjugierten  Involution. 
Schneidet  nämlich  h  den  Träger  g  in  /7,  so  ist,  wie  wir^^is) 
sahen,  allen  Polarfeldern,  die  die  kon- 
jugierte Involution  ^-  und  die  adjungierte 
Involution  a^  gemeinsam  haben,  in  dem 
Träger  h  eine  Involution  adjungiert,  die 
bestimmt  ist  als  diagonale  Involution 
von  CU .  C^G  und  a^.  Von  ihr  sind 
also  U  und  f  zwei  homologe  Punkte^^"^-) ; 
in  einem  weitern  Punktpaare  wird  f  ü 
geschnitten  von  den  zwei  Geraden,  die 
(7^  und  G  mit  irgend  zwei  homologen 
Punkten  von  a^  verbinden^^-^^^  —  Die 
in  h  liegende  adjungierte  Involution  für 
die  Polarfelder,  denen  g^  konjugiert  und 
Z>2  adjungiert  ist,  ergiebt  sich  in  ähn- 
licher Weise  durch  das  Punktpaar  Ui^ 
und  die  beiden  Punkte,  in  denen  h  von  zwei  Geraden  ge- 
schnitten wird,  die  B-^  und  G  mit  irgend  zwei  einander 
homologen  Punkten  von  b^  verbinden.  Die  Polarfelder  also, 
denen  g^  konjugiert,  und  a^  und  gleichzeitig  h'^  adjungiert 
sind,  haben  in  h  zwei  adjungierte  Involutionen  gemeinsam; 
die  aus  diesen  adjungierten  Involutionen  resultierende  ist 
daher  allen  Polarfeldern  konjugiert^^Us),  W^eil  der  Inbegriff 
der  Polarfelder,  denen  zwei  gegebene  Involutionen  konjugiert 
sind,  ein  Büschel  von  Polarfeldern  heifst^^^^^^,  so  können  wir 
das  Ergebnis  so  aussprechen: 


Fig.  136. 


1.  Diircli  eine  konjugierte 
und  zwei  adjungierte  Punktin- 
volutionen ist  ein  Büschel  von 
Polarfeldern  bestirmnt. 


1.  Durch  eine  konjugierte 
und  zwei  adjungierte  Strahlen- 
involutionen ist  eine  Schar  von 
Polarfeldern  bestimmt. 


270 


IT.    Das  Polarfeld. 


Hieraus  Mg^^): 
2.    Durdi    eine    konjugierte 
und    drei    adjungierte    Punkt- 
involutionen   ist   ein   Polarfeld 
bestimmt 


2.  Durch  eine  konjugierte 
und  drei  adjungierte  Strahlen- 
involutionen ist  ein  Polarjeld 
bestimmt. 


Anmerkung.     Für  den  Fall,    dafs  alle  vier  Involutionen 
Ordnungspunkte  haben,  heifst  z.  B.  der  zweite  Satz: 


Durch  zwei  Punkte  und 
drei  Paar  konjugierte  Punkte 
ist  eine  krumme  Punktreihe 
bestimmt. 


Durch  zwei  Strahlen  und 
drei  Paar  konjugierte  Strahlen 
ist  ein  krummer  Strahlen- 
büschel bestimmt. 


221 


221.  Schnittpunkt  dreier  Chordalen.  Aus  Nr.  219 
läfst  sich  ein  weiterer  wichtiger  Satz  folgern.  —  Haben 
zwei  Polarfelder  k'^  und  k^  eine  gemeinsam  konjugierte 
Punktinvolution  g-^  so  haben  sie  noch  eine  zweite  gemeinsam 
konjugierte  Punktinvolution  A2(i9ii)-  ^^  ^^^  ^^2  gehören  also 
dem  durch  die  Gegenseiten  {g  h)  bestimmten  Büschel  von 
Polarfeldern  an.  Ist  k^-  irgend  ein  drittes  Polarfeld,  das 
dem  Büschel  {g  h)  nicht  angehört,  dem  aber  g'^  konjugiert  ist^ 
so  haben  k-  undÄ"2-  ebenfalls  noch  eine  zweite  konjugierte 
Punktinvolution  a-  gemeinsam.  Schneidet  a  die  Träger  g 
und  h  m  C  und  f,  so  mufs  die  Involution  a^,  weil  sie  dem 
Polarfelde  k"^  konjugiert  ist,  eine  komponierende  der  in 
Cr  =  a  durch  den  Büschel  {g h)  bestimmten  Hauptinvolution 
sein (1942),  Diese  Hauptinvolution  ist  also  dem  Polarfelde  ^^ 
und  mithin  auch  k^'^  adjungiert.  Sie  ist  aber  auch  dem 
Polarfelde  ä;^-,  weil  dieses  dem  Büschel  {g  h)  angehört,  ad- 
jungiert^i^^a).  Den  drei  Polarfeldern  ist  also  die  Haupt- 
involution von  Cr  =  a  adjungiert  und  die  Involution  g^ 
konjugiert;  es  geht  daher (^i^^)  der  Träger  der  konjugierten 
Involution  6^,  die  k^^  und  k^-  aufser  g'^  gemeinsam  haben, 
durch  f: 


Haben  drei  Polarfelder  die 
konjugierte  Punktinvolution  g-^ 
gemeinsain,  so  gehen  die  Träger 
der  drei  konjugierten  Punkt- 
involutionen^  welche  je  zwei  von 
ihnen  aufser  g^  gemeinsam 
haben^  durch  einen  Punkt. 


Haben  drei  Polarfelder  die 
konjugierte  Strahleninvolution 
G"  gemeijisam^  so  liegen  die 
Mittelpunkte  der  drei  konjugier- 
ten Strahleninvolutionen^  welche 
je  zwei  von  ihnen  aufser  G"  ge- 
meinsam habeuy  in  einer  Gerade. 


§  20.    Zwei  Polarfelder.    Nr.  221—222. 
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Anmerkung.  Haben  die 
Involutionen  Ordnungspunkte, 
Von  drei  Kurven,  die  durch 
zvrei  Punkte  K  und  K^  gehen, 
schneiden  sich  je  zwei  aufser 
in  K  und  K^  noch  in  zwei 
Punkten ;  die  Verbindungs- 
linien dieser  drei  Punktpaare 
gehen  durch  einen  Punkt.  — 


sämtlichen    vier    konjugierten 
so  heifst  der  Satz: 

Von  drei  Kurven,  die  zwei 
Tangenten  k  und  k^  gemein- 
sam haben,  haben  je  zwei 
aufser  k  und  k^  noch  zwei 
Tangenten  gemeinsam;  die 
Schnittpunkte  dieser  drei  Tan- 
gentenpaare liegen  in  einer 
Gerade.  — 

Je  zwei  Kreise  haben  eine  konjugierte  Involution  ge- 
meinsam, nämlich  die  zirkuläre  Involution  der  unendlich 
fernen  Gerade (^^^s).  ^ir  können  also  unsern  Satz  auf  drei 
beliebige  Kreise  anwenden.  Dadurch  erhalten  wir  den  aus 
der  Planimetrie  bekannten  Satz,  dafs  die  Chordalen  dreier 
Kreise  durch  einen  Punkt  gehen. 


§  20.   Zwei  Polarfelder. 

222.  Die  durch  zwei  konjug-ierte  Punktinvolutionen  222 
und  einen  Ordnung-sstrahl  bestimmten  Polarfelder. 


Aufgabe:  JEine  Kurve  zu 
zeichnen,  von  der  zwei  konjugierte 
Punktinvolutionen  g^  und  h^  und 
eine   Tangente  a  gegeben   sind. 


Aufgabe:  Ei7ie  Kurve  zu 
zeichnen,  von  der  zwei  konjugierte 
Strahleninvolutionen  G'"^  und  H^ 
und  ein  Punkt  A  gegeben  sind. 

Analysis:  Weil  für  die  Kurve  die  beiden  konjugierten 
Involutionen  g~  und  /r  gegeben  sind,  so  gehört  sie  dem 
durch  (g  h)  bestimmten  Büschel  von  Polarfeldern  an.  Dieser 
bestimmt  in  der  Gerade  a  eine  Hauptinvolution  und  alle 
Kurven,  die  die  Gerade  a  schneiden,  schneiden  sie  in  homo- 
logen Punkten  der  Hauptinvolution  (^^'^s  '^^^  204)  j)^  die  ge- 
suchte Kurve  die  Gerade  a  berühren  soll,  so  mufs  die 
Hauptinvolution  von  a,  wenn  die  Aufgabe  lösbar  sein  soll, 
Ordnungspunkte  haben.  Sind  diese  E  und  E^^  so  gentigt 
jede  der  beiden  Kurven  des  Büschels,  welche  durch  E  oder 
E^  geht,  den  Bedingungen  der  Aufgabe.  —  Die  Aufgabe 
hat  keine  oder  zwei  Lösungen. 

Konstruktion:  Wird  die  gegebene  Tangente  a  von  den 
Trägern  der  gegebenen  Involutionen  g'^  und  h^  und  von  der 
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diesen  zugeordneten  Diagonale  u  in  Cr  A  (Fig.  137)  und  von 
der  Verbindungslinie  der  homologen  Punkte  C^  und  Tj  in 
A  geschnitten,  so  ist  C  f  .  A  A  die  Hauptinvolution  von  d^^^^K 
Vermittelst  der  (in  der  Figur  nur  zur  Hälfte  gezeichneten) 
Hülfskreise  bestimmen  wir^^-^'-'^^  die  Ordnungspunkte  E  und  E^ 
dieser  Hauptinvolution.  Da  E  der  Pol  von  a  ist^^'  ^«\  so  ist 
(7j  E  die  Polare  von  C  und  schneidet  die  Diagonale  ^(^^22) 
in  dem  Pole  G^  von  g.  Wir  erhalten  daher  (^^»^  die  Kurve, 
wenn  wir  die  Involution  g-  aus  E  und  dem  Punkte  L 
projizieren,  der  von  E  durch  G^  und  C^  harmonisch  getrennt 


Fig.  137. 

ist.  —  Für  die  Ausführung  der  Konstruktion  ist  eine  Be- 
nutzung der  Figur  126  in  Nr.  202  zu  empfehlen;  aus  ihr 
ergiebt  sich,  nachdem  E  und  E^  gefunden  sind,  eine  hin- 
reichend grofse  Zahl  von  Bestimmungsstücken,  um  den  Lauf 
der  Kurve  zu  erkennen  (vgl.  Fig.  137). 
A  Amnerku7ig.     Für   den  Fall,   dafs  ^^  und  h^  Ordnungs- 

punkte haben,  läfst  sich  die  Aufgabe  auch  so  fassen: 


Durch  vier  Punkte  eine 
Kurve  zu  legen,  die  eine  ge- 
gebene Gerade  berührt. 


Durch  einen  Punkt  eine 
Kurve  zu  legen,  die  vier  ge- 
gebene Geraden  berührt. 


§  20.   Zwei  Polarfelder.    Nr.  222.  273 

Zusatzß' 

1.  Aufgabe:  Einen  Kreis  zu  zeichnen,  von  dem  eine  kon- 
jugierte Punktinvolution  \i?  und  eine  Tangente  a  gegeben  ist. 
Diese  Aufgabe  ist  mit  der  eben  gelösten  identisch,  da 
für  den  Kreis  als  weiteres  Bestimmungsstück  die  zirkuläre 
Involution  der  uneigentlichen  Gerade  (die  wir  durch  g^  be- 
zeichnen wollen)  hinzukommt (^3^»\  Die  Diagonale  u  ist  jetzt 
(vgl.  132J  das  im  Fluchtpunkt^^s^)  H  auf  h  errichtete  Lot 
(Fig.  138).  Bezeichnen  wir  wieder  die  Punkte,  in  denen 
die  gegebene  Tangente  a  von  g  hu  geschnitten  wird,  durch 
Cr  A^  so  ist  die  Verbin- 
dungslinie der  homologen 
Punkte  C^  und  f^  das  von 
r^  auf  a  gefällte  Lot^^^^*). 
Nennen  wir  seinen  Fufs- 
punkt  A,  so  ist  von  der 
Hauptinvolution  CT .  AA 
der  Punkt  f  der  Flucht- 
punkt, weil  er  dem  un- 
ei2:entlichen     Punkte     C  „.    ,oo 

homolog  ist.  Wir  können 

daher  die  Ordnungspunkte  E  und  E^  auch  nach  Nr.  138 
finden,  indem  wir  die  mittlere  Proportionale  zu  f  A  und 
r  A  zeichnen.  Die  Gerade,  welche  E  mit  C^  verbindet,  d.  h. 
das  in  E  auf  der  Tangente  a  errichtete  Lot,  schneidet  dann 
die  Diagonale  u  im  Pole  G^  von  g,  d.  h.  im  Mittelpunkte^^^^«) 
des  gesuchten  Kreises;  der  um  G^  mit  dem  Radius  G^  E 
geschlagene  Kreis  ist  also  der  verlangte. 

2.  Da  ^  A  r^  ^  (Fig.  138)  die  Ecken  eines  Kreisvierecks 
sind,  so  ist  nach  einem  planimetrischen  Satze  f  A .  f  ^ 
=  r  iJ.  r  r^.  Hat  nun  die  gegebene  Involution  A^  die  Ord- 
nungspunkte K  und  iT^,  so  dafs  HK^  —  E  K^  und 
HK^  =  Iir.Hr^  ist^i^^s),  so  haben  wir  unter  Berück- 
sichtigung des  Vorzeichens^^^^: 

rA.rA==rH.rr^  =  rH(rH+Hr^)=rH'^-}-rB.Hr^ 

=  rJE[2  _HK^  =  {FH-i-  HK)  {V  H  —  H  K) 

=  rK.{r  H-^HK^)  =  r  K.r  K^. 

Unsere  Konstruktion  führt  also  für  den  besondern  Fall, 
dafs  die  Involution  h^  die  Ordnungspunkte  K  und  K^  hat, 
auf  die  aus  der  Planimetrie  bekannte  Lösung  der  Aufgabe: 

ßöger,  Ebene  Geometrie  der  Lage.  18 
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Einen  Kreis  zu  zeichnen,   der  durch  zwei  gegebene  Punkte 
K  und  K^  geht  und  eine  gegebene  Gerade  a  berührt. 

223.  Die  durch  eine  konjug-ierte  Punktinvolution, 
eine  konjugierte  Strahleninvolution  und  einen  Ord- 
nungfspunkt  bestimmten  Polarfelder. 


Aufgabe:  Eine  Kurve  zu 
zeichnen,  von  der  ein  Punkt  L, 
eine  konjugierte  Funktinvolutio7i 
g2  und  eine  konjugierte  Strah- 
leninvolution ©2  gegeben  ist. 


Aufgabe:  Eine  Kurve  zu 
zeichnen,  von  der  eine  Tangente 
1,  eine  konjugierte  Strahlenhivo- 
lution  G^  und  eine  konjugierte 
Punktinvohition  ^  gegeben  ist. 


Ist  für  die  gesuchte  Kurve  G^  (Fig.  139)  der  Pol  des 
Trägers  g  und  g  die  Polare  des  Mittelpunktes  %  der  ge- 
gebenen Strahleninvolution,  so  ist  der  Schnittpunkt  U  von 
g  und  g  der  Pol  von  G^%.  Die  Polare  von  l\  also  %  6r^, 
mufs  aber  durch  den  dem  Punkte  U  in  g'^  homologen  Punkt 
G  gehen,  und  weil  der  Pol  von  %{U)  =  u^  in  der  Polare 
von  U  liegt,  so  mufs  dem  Strahle  u^  der  Strahl  %  {G)^:^u 
in  ®2  homolog  sein.  Daraus  ergiebt  sich,  dafs  wir  in  g'^ 
ein  Paar   homologe    Punkte   UG   so   zu   bestimmen   haben, 

dafs  %{U)  und  %  {G)  gleich- 


,/^A\ 


zeitig 


em 


Paar  homologe 
Strahlen  uu^  von  ^^  bilden. 
Wir  haben  daher  die  Punkt- 
involution, welche  die  Strahlen- 
involution ®2  in  dem  Träger  g 
ausschneidet,  mit  der  in  g  ge- 
gebenen konjugierten  Punkt- 
involution g'^  zu  einer  re- 
sultierenden zusammen- 
zusetzen; die  Ordnungspunkte 
U  und  G  dieser  resultierenden 
erfüllen  die  verlangte  Be- 
dingung (^^^^^  Hat  die  re- 
sultierende keine  Ordnungspunkte,  so  hat  die  Aufgabe  keine 
Lösung. 

Nehmen  wir  an,  U  und  G  seien  zwei  Punkte  der  ver- 
langten Art,  so  dafs  gleichzeitig  U  und  G  zwei  homologe 
Punkte  von  g^  und  %{G)=^u  und  i^{U)=^u^  zwei  homo- 
loge Strahlen  von  %'^  sind;  dann  mufs  für  die  verlangte 
Kurve  u  die  Polare  von   U  oder  u^   die  Polare  von  G  sein. 


Fig.  139. 


§  20.    Zwei  Polarfelder.   Nr.  228.  275 

Wir  verfolgen  den  ersten  Fall.  Für  die  Kurve,  für  Vielehe 
&{G)=^u  (Fig.  139)  die  Polare  von  U  ist,  mufs  der  von 
dem  gegebenen  Punkte  L  durch  U  und  u  harmonisch  ge- 
trennte Punkt  Xj  ein  zvs^eiter  Punkt  sein.  Unsere  Kurve 
gehört  daher  dem  Büschel  an,  welches  bestimmt  ist  durch 
die  Involution  g'^  und  die  durch  die  Ordnungspunkte  L  und 
L^  in  L  U=h  bestimmte  Involution  A-. 

Für  sämtliche  Polarfelder  dieses  Büschels  liegen  die 
Pole  irgend  eines  Strahles  e  von  %  in  einer  Polkurve  6^2(195) 
Schneidet  diese'  den  homologen  Strahl  e^  von  ©^  jjj  j^  ^jj^ 
E^ ,  so  sind  für  die  beiden  Kurven  des  Büschels,  für  welche 
E  oder  E^  der  Pol  von  e  ist,  die  Bedingungen  der  Aufgabe 
erfüllt. 

Als  Strahl  e  von  %  wählen  wir  die  Verbindungslinie 
^  i,  welche  ^  in  C  schneiden  möge.  Ist  dann  C^  der  dem 
Punkte  C  in  ^^  homologe  Punkt,  so  liegen  die  Pole  der 
Gerade  e  =  C  L  in  einer  Polkurve ,  die  bestimmt  ist^^^^  ^i) 
durch  die  drei  Punkte  C^L  U  und  den  Schnittpunkt  ®  der 
Tangenten  in  C^  und  L.  Schneidet  der  dem  Strahle  e  in 
(S^2  homologe  Strahl  e^  die  Träger  g  und  h  und  die  Polare 
Cj  Z(S6  2i)  von  ®  in  i>  A  ^,  so  ist  die  durch  die  Polkurve 
e^^  in  e^  bestimmte  Involution  %  A  .  D  tS^^^\  In  unserer  Figur 
hat  die  Involution  die  Ordnungspunkte  E  und  E^ .  Wir  haben 
also  noch  die  Kurve  zu  zeichnen,  für  welche  E  (oder  E^) 
der  Pol  von  e  ist;  für  diese  ist  die  Polare  von  C  die  Ver- 
bindungslinie C^  E.  Schneidet  diese  die  Gerade  u  in  (r^, 
so  ist  die  durch  die  Zuweisung  {G  G^)  bestimmte  Kurve  des 
Büschels  {g  h)  die  verlangte.  —  Die  Aufgabe  hat  entweder 
keine,  zwei  oder  vier  Lösungen. 

Anmerkung.     Für  den  Fall,  dafs  g^  Ordnungspunkte  und  a 
®2  Ordnungsstrahlen   hat,   läfst  sich   die  Aufgabe    auch   so 
fassen : 


1.  Durch  drei  Punkte  eine 
Kurve  zu  legen,  die  zwei  ge- 
gebene Geraden  berührt.   — 


1.  Durch  zwei  Punkte  eine 
Kurve  zu  legen,  die  drei  ge- 
gebene Geraden  berührt.  — 


Für  den  besondern  Fall,  dafs  die  gegebene  Strahlen- 
involution zirkular^^^2)  jgt,  kann  man  die  Aufgabe  auch  so 
fassen^i^^ä) : 

2.  Eine  Kurve  zu  zeichnen 


für     die     ein     Punkt,     eine 


2.  Eine  Kurve  zu  zeichnen, 
für  die  eine  Tangente,    eine 

18* 
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konjugierte  Punktinvolution 
und  ein  Brennpunkt  gegeben 
ist. 


konjugierte  Punktinvolution 
und  ein  Brennpunkt  gegeben 
ist. 


ZusatzJ^ 

1.  Aufgabe:  Einen  Kreis  zu  zeichnen^  von  dem  eine  kon- 
jugierte Strahlenimolution  ©^  und  ein  Punkt  L  gegeben  ist. 
Bezeichnen  wir  wieder^^'^^  z)  die  zirkuläre  Involution  der 
uneigentlichen  Gerade  durch  g'^,  so  sind,  wie  wir  bei  der 
allgemeinen  Lösung  gesehen  haben,  zunächst  die  beiden 
homologen  Strahlen  von  ^^  zu  bestimmen,  die  die  uneigent- 
liche Gerade  in  zwei  homologen  Punkten  der  zirkulären  In- 
volution schneiden,  mit  andern  Worten:   Es  sind  die  beiden 


^D 


Fig.  140. 

homologen  Strahlen  von  (SJ2  zu  bestimmen,  die  aufeinander 
senkrecht  stehen.  Diese  beiden  Strahlen,  die  immer  vor- 
handen sind(ii3)^  bezeichnen  wir  durch  u  und  u^  (Fig.  140) 
und  ihre  uneigentlichen  Punkte  durch  G  und  ü.  Da  für 
den  gesuchten  Kreis  u  die  Polare  von  U  oder  u^  die  Polare 
von  G  sein  mufs,  so  haben  wir  für  den  ersten  Fall  den 
von  L  durch  U  und  u  harmonisch  getrennten  Punkt  Z^, 
für    den    zweiten    den   von  L   durch  G  und  u^  harmonisch 
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getrennten  Punkt  L^  zu  zeichnen,  d.  i.,  nach  planimetrischem 
Sprachgebrauch,  die  Gegenpunkte  von  L  in  Bezug  auf  u 
und  u^ .  Wir  verfolgen  zunächst  den  ersten  Fall.  Schneidet 
die  Gerade  (^  L  =  e  die  uneigentliche  Gerade  in  C,  so  geht 
das  in  L  auf  e  errichtete  Lot  durch  C^^,  und  die  der  Gerade 
e  zugeordnete  Polkurve  e^^  ist  bestimmt  durch  die  uneigent- 
lichen Punkte  C^  und  Z7,  den  eigentlichen  Punkt  L  und  den 
Schnittpunkt  (3  der  Tangenten  in  L  und  C^.  Schneidet  nun 
der  dem  Strahle  e  in  ^^  homologe  Strahl  e^  die  Seiten  des 
Kurvendreiecks  L  C^U  in  A  B  A,  so  ist  (^  Ä  .  fJ  A  die  von 
e^^  in  6j  bestimmte  konjugierte  Involution.  Es  ergiebt  sich 
für  den  zweiten  Fall,  wenn  wir  noch  den  Schnittpunkt  von 
Z  Zg  und  e^  durch  A'  bezeichnen,  dafs  die  Polkurve  e^'^  in 
e^  die  konjugierte  Involution  (3  A  .  D  A'  bestimmt.  Da  nun 
^  ^  .  A  A'  ein  elliptischer  Wurf^^^^s)  u^d  D  der  uneigentliche 
Punkt  ist,  so  ist  einer  von  den  beiden  Würfen  (^  A  .  I)  A 
und  ^  A  .  D  A'  elliptisch,  der  andere  hyperbolisch ;  unsere 
Aufgabe  hat  also  stets  zwei  Lösungen.  Ist,  wie  in  unserer 
Figur,  (^  A  .  D  A  der  hyperbolische  Wurf,  so  lassen  sich  die 
Ordnungspunkte  E  und  E^  finden,  indem  wir  die  mittlere 
Proportionale  zu  A  A  und  A  @  zeichnen.  Das  von  E  (oder  E^) 
auf  e  gefällte  Lot  trifft  dann,  weil  es  die  Polare  des  (un- 
eigentlichen) Punktes  C  ist,  u  in  dem  Mittelpunkte  G^ 
(oder  (t/)  des  gesuchten  Kreises.  — 

2.  Hat  die  Strahleninvolution  ©^  die  Ordnungsstrahlen  k 
und  Ä;,  (Fig.  140),  so  sind  die  homologen  Strahlen  u  und  u^, 
welche  aufeinander  senkrecht  stehen,  die  Halbierungslinien 
der  von  k  und  k^  gebildeten  WinkeU^^^  ^^\  Wählt  man  in 
diesem  Falle  zur  Bestimmung  des  Punktes  E  nicht  den  Strahl 
©  (Z)  =  e  und  seinen  homologen  e^,  sondern  einen  Ordnungs- 
strahl z.  B.  k,  welcher  L  L^  und  die  uneigentliche  Gerade 
in  B  und  B  schneiden  möge,  so  hat  man  von  dem  Punkte 
B^,  der  von  B  durch  L  und  L^  harmonisch  getrennt  ist, 
auf  k  das  Lot  B^  ^'  zu  fällen,  um  die  der  Polkurve  kon- 
jugierte (^9^)  Hauptinvolution(i^*>  %  A' .  BB  zu  erhalten.  Um 
die  Ordnungspunkte  dieser  Involution  zu  finden,  hat  man, 
weil  B  der  Fluchtpunkt  ist,  die  mittlere  Proportionale  von 
B  ®  und  B  Ä  zu  zeichnen.  Auf  dieselbe  Weise  wie  in 
Nr.  222  Zg  läfst  sich  zeigen,  dafs  diese  identisch  ist  mit 
der  mittleren  Proportionale  von  B  L  und  B  Z^,  so  dafs  wir 
auch  hier  zu  der  aus  der  Planimetrie  bekannten  Lösung  der 
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Aufgabe  gelangen:  Einen  Kreis  zu  zeichnen,  der  zwei 
gegebene  Geraden  berührt  und  durch  einen  gegebenen 
Punkt  geht. 

224.  Die  zwei  Polarfeldern  g-emeinsam  adjung*iepten 
Involutionen.  Sind  uns  zwei  Polarfelder  k^'^  und  k^'^  ge- 
geben, so  können  wir  zu  jedem  Punkte  A  die  Polare  a^ 
für  k^  und  die  Polare  a^  ^ür  k^-  zeichnen.  Der  Schnittpunkt 
A^  von  a^  und  a^  ist  dem  Punkte  A  für  beide  Polarfelder 
konjugiert ^^^^i>.  Bewegt  sich  der  Punkt  A  in  einer  Gerade 
e,  so  beschreibt  a^  einen  geraden  Strahlenbüschel,  dessen 
Mittelpunkt  E^  der  Pol  von  e  für  k^-  ist,  und  a^  einen 
Strahlenbüschel,  dessen  Mittelpunkt  E^^  der  Pol  von  e  für 
k^'^  ist.  Da  diese  beiden  Strahlenbüschel  projektiv  auf  ^(i^s^) 
und  daher  auch  projektiv  aufeinander  bezogen  sind,  so  liegen 
die  Schnittpunkte  A^  der  homologen  Strahlen  a^  und  a^  in 
einer  der  Gerade  e  zugeordneten  Kurve  e^-.  Schneiden  die 
Polaren  a^  und  a^  (Fig.  141)  die  Gerade  e  m  B  und  C,  so 
dafs  A  und  B  zwei  für  k^^  konjugierte  Punkte  von  e  sind, 
so  geht  die  Polare  c^_^  von  C  für  ä;^-,  weil  C  der  Schnitt- 
punkt von  e  und  a^  ist,  durch  E^  und  A.  Die  Polare  c^ 
von  C  geht  durch  E^  und  schneidet  e^'^ 
in  dem  dem  Punkte  C  für  beide  Kurven 
konjugierten  Punkte  C^  und  die  Gerade 
e  in  dem  dem  Punkte  C  für  ^j-  kon- 
jugierten Punkte  D.  Die  dem  Polar- 
felde k^-  konjugierte  Involution  von  e 
ist  daher  AB .  CD;  da.  AB  und  CD 
die  Punktpaare  sind,  in  denen  zwei 
Paar  Gegenseiten  des  Vierecks  E^E.-^A^C^  der  Kurve  e^^ 
die  Gerade  e  schneiden,  so  ist  die  Involution  AB .  C D  der 
Kurve  e^^  adjungiert^^*^'^^).  In  derselben  Weise  läfst  sich 
zeigen,  dafs  die  Involution  von  e,  welche  dem  Polarfelde  k^^ 
konjugiert  ist,  der  Kurve  e^^  adjungiert  ist.  Die  der  Kurve 
ej2  konjugierte  Involution  von  e  ist  daher  die  resultierende  (2^*3) 
aus  den  beiden  in  e  liegenden  Involutionen,  welche  den 
Polarfeldern  k^^  und  k^^  konjugiert  sind.  Wir  fassen  das 
Vorstehende  zusammen  in  dem 


Lehrsatz:  Zwei  Polarfelder 
kj  ^  und  kg  ^  bestimmen  in  jeder 
Gerade  e  eine  gemeinsam  ad- 


Lehrsatz:  Zwei  Polarfelder 
kj^-  und  kg^  bestimmen  in 
jedem  Punkte  E  eine  gemeinsam 
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jungierte  Involution.  Diese  ist 
konjugiert  der  der  Gerade  e 
zugeordneten  Kurve  e^^-,  welche 
die  den  Punkten  A  von  e  für 
beide  Polar  fehler  gemeinsam 
konjugierten  Punkte  K^  enthält. 


adjungierte  Involution.  Diese 
ist  konjugiert  dem  dem  Punkte 
E  zugeordneten  krummen 
Strahlenbüschel  E^  '^,  welcher 
die  den  Strahlen  a  von  E  für 
beide  Polarfelder  gemeinsam 
konjugierten  Geraden  a.^  enthält. 

225.  Hauptpunkte.  Ist  /  eine  zweite  beliebige  Gerade 
und  f^^  die  ihr  zugeordnete  Kurve,  welche  die  den  Punkten 
von  /  für  beide  Polarfelder  gleichzeitig-  konjugierten  Punkte 
enthält,  so  müssen  die  beiden  Kurven  ß^^  und  f^-  durch  den 
Punkt  M^  gehen,  der  dem  Schnittpunkte  M  von  e  und  / 
für  beide  Polarfelder  konjugiert  ist.  Daher  schneiden  sich 
€j-  und  /\-  noch  in  einem  zweiten  Punkte  C/^^'^).  Da  U 
sowohl  in  e^-  als  in  /j-  liegt,  so  mufs  es  sowohl  in  e  als 
in  /  einen  von  M  verschiedenen  Punkt  geben,  der  dem 
Punkte  U  für  beide  Polarfelder  konjugiert  ist.  Die  Ver- 
bindungslinie u  dieser  beiden  Punkte  S  und  S^  ist  daher 
die  Polare  des  Punktes  ü  sowohl  für  k^-  wie  für  ^2"^^^'^''^* 
mit  andern  Worten:  die  Polaren  des  Punktes  TJ  für  k^-  und 
k^^-  fallen  in  u  zusammen.  Einen  solchen  Punkt  £/,  dessen 
Polaren  für  beide  Polarfelder  zusammenfallen,  nennen  wir 
einen  Hauptpunkt  der  beiden  Felder.  —  Weil  die  durch  die 
Ordnungspunkte  M^  und  U  in  der  Verbindungslinie  M^  U 
bestimmte  Involution  beiden  Kurven  e^-  und/j"^  konjugiert 
ist,  so  haben  diese  noch  eine  konjugierte  Involution  gemein- 
sam^i^^i^.  Hat  diese  die  Ordnungspunkte  V  und  W^  so  gilt 
für  sie,  da  sie  ebenfalls  Schnittpunkte  von  e^^  und /^^  sind, 
dasselbe  wie  für  ü. 


Lehrsatz:  Zwei  Polarfelder 
k^-  und  k^-  bestimmen  min- 
destens einen  und  höchstens 
drei  (Haupt-)Strahlen,  deren 
Pole  zusammenfallen. 


Lehrsatz:  Zwei  Polarfelder 
k^-  und  ^2'-  bestimmen  min- 
destens einen  und  höchstens 
drei  (Ilaupt-)Punkte ,  deren 
Polaren  zusammenfallen. 

226.  Hauptgreraden.  Die  den  Geraden  e  und  /  zu-  226 
geordneten  Kurven  e^-  und  /^^  haben,  wie  wir  eben  schon 
sahen,  aufser  den  Schnittpunkten  M^  und  U  noch  eine  ge- 
meinsam konjugierte  Punktinvolution.  Es  läfst  sich  zeigen, 
dafs  der  Träger  dieser  gemeinsam  konjugierten  Involution 
die  Gerade  u  ist,  in  welcher  die  Polaren  des  Punktes  U  zu- 
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gammenfallen.  —  Die  Polaren  des  Punktes  5  (Fig.  142),  in 
dem  e  von  u  geschnitten  wird,  gehen  beide  durch  Z7;  ^  ist 
daher  dem  Punkte  U  für  U^^~  und  h^-  konjugiert;  ebenso 
ist  dem  Schnittpunkte  M  von  e  und  /  für  beide  Felder  der 
Punkt  M^  konjugiert;  wir  können  daher^^^^)  noch  zwei  Punkte 
finden,  die  einander  für  beide  Felder 
konjugiert  sind:  Der  Schnittpunkt  X 
von  ez=zM  &  und  M^  U  ist  dem 
Schnittpunkte  X^  von  M  U  und  M^  S 
konjugiert.     Die  Polare    des  Punktes 


X    für    L 


die    Gerade, 


Fig    142. 


ist  daher 
welche  den  Pol  E^  von  e  für  k^  -  mit 
X^  verbindet.  Schneidet  diese  Polare 
die  Gerade  u  in  Y,  so  ist  die  Polare 
von  Y  die  Verbindungslinie  X  L\ 
welche  u  in  dem  dem  Punkte  Y  für 
k^'^  konjugierten  Punkte  Z  schneidet.  Ferner  ist  für  /q-  die 
Polare  des  Punktes  aS,  des  Schnittpunktes  von  e  und  m,  die 
Verbindungslinie  E^  U,  die  u  in  dem  dem  Punkte  S  für  k^  - 
konjugierten  Punkte  T  schneidet.  Die  durch  k^~  in  u  in- 
duzierte konjugierte  Involution  ist  also  *S  T .  Y  Z.  Dies  sind 
aber  die  Punkte,  in  denen  zw^ei  Paar  Gegenseiten  des  Vier- 
ecks U  M-^  Xj  E^  der  Kurve  e^-  die  Gerade  u  schneiden. 
Die  dem  Polarfelde  k^-  in  u  konjugierte  Involution  ist 
also(^69..)  fier  Kurve  e^^  adjungiert.  In  derselben  Weise  läfst 
sich  zeigen,  dafs  auch  die  dem  Polarfelde  ä:./  in  der  Haupt- 
gerade u  konjugierte  Involution  der  Kurve  e^-  adjungiert 
ist.  Die  der  Kurve  e^-  in  u  konjugierte  Involution  ist  da- 
her(2i4,)  die  resultierende  aus  den  beiden  Involutionen,  welche 


den  Polarfeldern  k^  '-^  und 
resultierende   Involution    von 


in  u  konjugiert  sind.    Da  diese 
der  Wahl   der  Gerade   e   un- 


abhängig ist,  so  ist  sie  dieselbe  für  alle  Kurven 


1.  Die  gemeinsam  adjun- 
gierte  Punktinvolution,  welche 
die  beiden  Polarfelder  k^'^ 
und  ^2'"^  in  der  Hauptgerade 
u  bestimmen(-24) ,  ist  jeder 
Kurve  e^- konjugiert,  welche 
die  den  Punkten  A  einer 
beliebigen  Gerade  e  für  beide 
Polarfelder   gemeinsam   kon- 


1.  Die  gemeinsam  adjun- 
gierte  Strahleninvolution, 
welche  die  beiden  Polarfelder 
k^"  und  ^2^  in  dem  Haupt- 
punkte U  bestimmen,  ist 
jedem  krummen  Strahlen- 
büschel E^-  konjugiert,  wel- 
cher die  den  Strahlen  a  eines 
beliebigen    Punktes    E    für 
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jugierten     Punkte     Ä^     ent-      beide  Polarfelder  gemeinsam 
hält.  —  konjugierten  Strahlen  a^   ent- 

hält. — 
Da  jede  Gerade  e  die  Hauptgerade  u  schneidet  und  die 
Polaren   dieses  Schnittpunktes   für  k^^  und  k^'^  beide  durch 
den  Pol  U  von  u  gehen,  so  schneiden  sich  sämtliche  Kurven 
e^^  in  U.    Hieraus  ergiebt  sich  in  Verbindung  mit  Nr.  224: 


2.  Die  Punkte  A^,  icelche 
den  Punkten  A  einer  beliebigen 
Gerade  e  für  zwei  Polarfelder 
kj^-  und  kg^  gemeinsam  kon- 
jugiert sindj  liegen  in  einer 
Kurve  Cj ',  die  bestimmt  ist 
durch  den  Hauptpunkt  U  und 
diejenigen  Involutionen  der  Ge- 
rade e  und  der  Hauptgerade 
u,  welche  den  beiden  Polar- 
feldern k-^  -  und  kg  "  gemeinsam 
adjungiert  sind. 

Zusatz.  Hat  die  den  beiden  Polarfeldern  k^  ^  und  k^  ^  ^ 
gemeinsam  adjungierte  Involution  der  Hauptgerade  u  die 
Ordnungspunkte  V  und  TF,  so  gehen  nach  dem  eben  be- 
wiesenen Satze  sämtliche  Kurven  e/^  durch  V  und  TF; 
gleichzeitig  sind  V  und  W  einander  sowohl  für  k^  ^  wie 
für  k^^  konjugiert('^'i\  Die  Polaren  von  V  und  W  für 
beide  Polarfelder  fallen  daher  ebenfalls  zusammen  und  zwar 
in  V  =  UW  und  iü  =  UV. 


2.  Die  Geraden  a^,  ivelche 
den  Strahlen  a  eines  beliebigen 
Punktes  E  für  zwei  Polarfelder 
kj  ^  und  k^  ^  gemeinsam  konju- 
giert sind^  bilden  einen  krummen 
Strahlenbüschel  E-^ ",  der  be- 
stimmt ist  durch  die  Gerade 
u  und  diejenigen  Involutionen 
des  Punktes  E  und  des  Haupt- 
punktes U,  welche  den  beiden 
Polarfeldern  k^^  und  ^^^  ge- 
meinsam adjungiert  sind. 


Bestimmen  zw^ei  Polarfelder 
k^  ^  und  k^  ^  drei  Hauptpunkte, 
so  sind  diese  die  Ecken  eines 
beiden  Polarfeldern  gemein- 
samen Poldreiecks '^^H 


Bestimmen  zwei  Polarfelder 
k^  -  und  k^  ^  drei  Hauptgeraden, 
so  sind  diese  die  Seiten  eines 
beiden  Polarfeldern  gemein- 
samen Poldreiecks. 


227.  Die  komponierenden  Strahleninvolutionen  der  22: 
Hauptpunkte.  Projiziert  man  aus  dem  Hauptpunkte  U  die 
den  beiden  Polarfeldern  k^^  und  k^'^  gemeinsam  adjungierten 
Involutionen  von  e  und  u,  so  erhält  man  in  U  zwei  Strahlen- 
involutionen, die  sich  zu  einer  resultierenden  zusammensetzen. 
Diese  resultierende  Strahleninvolution  von  U  schneidet,  weil 


die   adjungierten  Involutionen   von   e 
konjugiert    sind^-^e-i)^    die   Kurve    e^- 


und 


der  Kurve  e^ 


in   Punktpaaren   einer 
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krummen  Involution,  deren  Zentrum  der  Schnittpunkt  S 
(Fig.  142)  von  e  und  u  isf^^^^l  Von  dieser  krummen  In- 
volution haben  wir  in  Nr.  226  das  Punktpaar  M^  X^  ge- 
zeichnet; die  resultierende  Involution  von  U  kann  also  als 
bestimmt'^^*^''^i)  angesehen  werden  durch  die  homologen  Strahlen 
U{X^)M  und  U  M^  und  durch  die  Bedingung,  dafs  sie 
eine  komponierende  ist  der  Involution,  durch  welche  die 
adjungierte  Involution  der  Hauptgerade  u  aus  U  projiziert 
wird.  Ist  nun  /  eine  zweite  Gerade,  die  e  m  M  schneidet, 
so  ergiebt  sich  durch  eine  Wiederholung  der  eben  angestellten 
Betrachtungen,  dafs  die  Strahleninvolutionen,  durch  welche 
die  adjungierten  Involutionen  von  u  und  /  aus  ü  projiziert 
werden,  sich  zu  einer  resultierenden  zusammensetzen,  von 
der  UM  und  U M^  ebenfalls  zwei  homologe  Strahlen  sind 
und  die  die  Hauptgerade  u  in  einer  komponierenden  der 
in  ihr  liegenden  adjungierten  Involution  schneidet. 

Die  adjungierten  Involutionen  von  /  und  u  erzeugen 
also  in  U  dieselbe  *^^^''''i^  resultierende  Involution  wie  die 
adjungierten  Involutionen  von  e  und  ?<;  mit  andern  Worten: 
Die  drei  adjungierten  Involutionen  von  u  e  f  werden 
aus  dem  Hauptpunkte  U  durch  komponierende  Strahlen- 
involutionen projiziert.  Da/  als  beliebige  Gerade  eingeführt 
wurde(-^^\  so  ist  damit  bewiesen,  dafs  die  den  Polarfeldern 
k^-  und  Ä;^'-  gemeinsam  adjungierten  Involutionen  sämtlicher 
Geraden  aus  dem  Hauptpunkte  U  durch  komponierende 
Strahleninvolutionen  projiziert  werden.  Für  den  Fall,  dafs 
die  adjungierte  Involution  der  Ilauptgerade  u  die  Ordnungs- 
punkte V  und  W  hat,  läfst  sich  an  die  Stelle  von  U  jeder 
der  Hauptpunkte  V  und  W  setzen.     Wir   haben   daher  den 


Lehrsatz :  Die  sämtlichen 
Punktinvolutionen ,  welche 
zwei  Polarfeldern  k^-  und 
k^  ^  gemeinsam  adjungiert  sind, 
werden  aus  jedem  Haupt- 
punkte durch  komponierende 
Strahleninvolutionen  proji- 
ziert. 


Lehrsatz:  Die  sämtlichen 
Strahleninvolutionen,  welche 
zwei  Polarfeldern  k^'  und 
h^  ^  gemeinsam  adjungiert  sind, 
werden  durch  jede  Haupt- 
gerade in  komponierenden 
Punktinvolutionen  geschnitten. 


^2s  228.  Die  Ordnung-sstrahlen  eines  Hauptpunktes. 
Die  komponierenden  Strahleninvolutionen,  durch  welche  die 
))eiden    Feldern    gemeinsam    adjungierten   Involutionen    aus 
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dem  Hauptpunkte  U  projiziert  werden^-^^),  setzen  sich  zu 
einer  resultierenden  zusammen,  die  wir  die  Hauptinvolution 
von  U  nennen  wollen.  Nun  sind  die  Ordnungspunkte  der 
adjungierten  Involutionen  einander  für  k^"^  sowohl  wie  für 
k^-  konjugiert^-'-^-^^  und  da  sie  aus  U  durch  zwei  homologe 
Strahlen  der  Hauptinvolution  projiziert  werden,  so  liegen 
die  Punkte  Ä^^  die  den  Punkten  A  eines  Strahles  a  von 
U  gleichzeitig  für  k^-  und  ^2'  konjugiert  sind,  in  einem 
homologen  Strahle  a^  der  Hauptinvolution  von  U.  Hat  also 
die  Hauptinvolution  von  U  zwei  Ordnungsstrahlen  g  und  A, 
so  sind  den  Punkten  A  von  g  (oder  h)  die  Punkte  A-^  von 
g  (oder  h)  für  beide  Felder  konjugiert,  d.  h.  jede  der  Ge- 
raden g  und  h  ist  Träger  einer  den  beiden  Feldern  gemein- 
sam konjugierten  Involution.  Die  resultierende  Haupt- 
involution liefs  sich('^2')  r^ig  bestimmt  ansehen  durch  das 
Strahlenpaar  U(MM^)  und  durch  die  Bedingung,  dafs  die 
durch  die  adjungierte  Involution  von  u  in  U  induzierte 
Strahleninvolution  eine  komponierende  von  ihr  war.  Ist 
nun  diese  komponierende  elliptisch,  so  hat  die  Hauptinvoiu- 
tion  von  U  zwei  Ordnungsstrahlen  g  und  M^^^^l  Hat  aber 
die  komponierende  Involution  Ordnungsstrahlen,  die  adjun- 
gierte Involution  von  u  also  die  Ordnungspunkte  V  und  PF, 
so  hat  die  Hauptinvolution  von  U  nicht  immer  Ordnungs- 
strahlen. In  diesem  Falle  sind  U{V)  und  U{W)  zwei 
homologe  Strahlen  der  Hauptinvolution  von  U(-^^'^^\  so  dafs 
sie  bestimmt  ist  durch  U {V  W .  M M^).  Da  von  den  Punkten 
V  und  W  dasselbe  gilt  wie  von  U^^-^  ^\  so  ist  die  Haupt- 
involution von  F  bestimmt  durch  V{WU.MM^\  die  von 
W  durch  W{UV,AIM^).  Von  den  drei  Involutionen 
U{VW.MM^),  V{WU,MM^\  W{UV.MM^\  welche 
die  Punkte  M  und  M^  in  den  Ecken  des  Dreiseits  uvio 
bestimmen,  hat  aber  mindestens  eine  Ordnungsstrahlen (^"3). 
1.    Lehrsatz:    Zwei    Polar-  1.    Lehrsatz:    Zwei   Polar- 

felder haben  stets  zwei  konju-  felder  haben  stets  zwei  konju- 
gierte Punktinvolutionen  gemein-  gierte  Strahleninvolutionen  ge- 
sam.  meinsain. 

Sehen  wir  die  beiden  konjugierten  Punktinvolutionen, 
die  die  Polarfelder  k^-  und  k/-  gemeinsam  haben,  als  Gegen- 
seiten an,  so  können  wir,  weil  zwei  Gegenseiten  einen 
Büschel  von  Polarfeldern  bestimmen^^'-^^i),  unsern  Satz  auch 
so  aussprechen: 
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2.  Durch  zwei  Polarfelder 
ist  ein  Büschel  von  Polar- 
feldern bestimmt. 


2.  Durch  zwei  Polarfelder 
ist  eine  Schar  von  Polar- 
feldern bestimmt. 


z  Zusatz.    Sind   drei  Hauptpunkte   U  VW  vorhanden  und 

hat  jede  Hauptinvolution  dieser  drei  Punkte  Ordnungsstrahlen, 
so  bilden  diese  sechs  Ordnungsstrahlen  die  Gegenseiten 
eines  Vierecks ('^^»\  Da,  wie  wir  eben  sahen,  jeder 
Ordnungsstrahl  eines  Hauptpunktes  der  Träger  einer  beiden 
Feldern  gemeinsam  konjugierten  Involution  ist,  so  mufs  der 
Schnittpunkt  z.  B.  eines  Ordnungsstrahles  von  U  und  eines 
Ordnungsstrahles  von  V  ein  sich  selbst  konjugierter  Punkt 
sein;  die  Ecken  des  Vierecks  sind  also  Ordnungspunkte  der 
in  den  Seiten  liegenden  Involutionen.  Die  Ordnungskurven 
der  Polarfelder  k^^-  und  A\^'  haben  daher  in  diesem  Falle 
vier  Punkte  gemeinsam. 

229  229.  Die  zwei  Polarfeldern  gremeinsamen  Strahlen- 
involutionen. Dafs  zwei  Polarfelder  stets  zwei  konjugierte 
Strahleninvolutionen  gemeinsam  haben,  soll,  obgleich  es^^^öj 
bereits  ausgesprochen  ist,  noch  einmal  durch  eine  Fortsetzung 
der  bisherigen  Betrachtungen  gezeigt  werden,  damit  der  Zu- 
sarnmenhang  zwischen  den  konjugierten  Punkt-  und  Strahlen- 
invohitionen  hervortritt.  —  Die  Polare  eines  beliebigen 
Punktes  P  für  ^^-  sei  p^,  für  k^^  ]\,  der  Schnittpunkt  von 
Pj  und  P2  sei  P^.  Zu  jedem  Strahle  a  von  P  gehört  ein 
Punkt  A^  von  p-^  als  Pol  für  k^^-  und  ein  Punkt  A,-,  von 
7>2  als  Pol  für  ä:^^.  Dreht  sich  a  um  P,  so  beschreiben  A^ 
und  ylo  zwei  zu  a  und  daher  zu  einander  projektive  Punkt- 
reihen; die  Verbindungslinie  ^4j  ^l2  =  «3 ,  die  dem  Strahle  a 
für  beide  Polarfelder  konjugierte  Gerade,  beschreibt  daher 
einen  Strahlenbüschel  zweiter  Ordnung  F'-.  Zu  diesem 
Strahlenbüschel  gehört  auch  die  Hauptgerade  w,  denn  wenn 
a  durch  U  geht,  so  fällt  a^  in  n.  Die  Geraden  a  und  a^ 
erzeugen  daher  in  u  zwei  projektive  Punktreihen^'^^). 

Die  beiden  Polarfelder  k^^  und  k^^,  welche ^-'^^^  einen 
Büschel  (g  h)  bestimmen,  seien  in  diesem  Büschel  durch  die 
Zuweisungen  {(r  G^)  und  {G  G^)  bestimmt ^^^-»).  Geht  dann 
a  durch  G^  und  schneidet  g  und  h  in  C  und  r,  so  ist  der 
dem  Punkte  C  in  g^  homologe  Punkt  C^  der  Pol  von 
a  =  P  G^  für  k^^.  Der  Pol  für  k-^^  ist,  wenn  wir  den  dem 
Punkte  r  in  h-   homologen  Punkt   durch  f^   und   den    dem 
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Punkte  G^  in  der  diagonalen  Involution  homologen  Punkt 
durch  H^  bezeichnen,  der  Schnittpunkt  von  C^  G^  und 
Tj  H^^^'^^^l  Der  dem  Strahle  a  =  PG^  für  beide  Polarfelder 
geraeinsam  konjugierte  Strahl  a^  ist  daher  C^G^.  In  der- 
selben Weise  ergiebt  sich,  dafs  der  dem  Strahle  P  G^  für 
beide  Polarfelder  gemeinsam  konjugierte  Strahl  durch  G^ 
geht.  Die  von  den  Strahlen  a  und  c\  in  ?/  beschriebenen 
Punktreihen  haben  daher  involutorische  Lage^^^^i).  Da  von 
dieser  in  u  erzeugten  Involution  auch  die  Punkte  H^  und  H^^ 
die  Pole  von  h  für  ä;,  ^  und  k^^^  zwei  zugeordnete  Punkte 
sind,  wie  sich  in  derselben  Weise  ergeben  würde,  so  ist  die  In- 
volution bestimmt  durch  G^  G.^ .  H^  H^.  Diese  ist  eine  kom- 
ponierende der  diagonalen  Involution  u^  =  G^H^.  G^  i^g^^^'^'^- 
Liegt  der  Punkt  P  in  der  Hauptgerade  m,  so  schneiden 
sich  seine  Polaren  p^  und  p^  in  dem  Hauptpunkte  U  und 
•die  beiden  von  Ä^  und  Ä^  beschriebenen  Punktreihen  sind 
in  perspektiver  Lage,  weil  A^  und  A^  gleichzeitig  in  U 
fallen,  nämlich  dann,  wenn  a  in  u  fällt.  Die  konjugierte 
Gerade  a^  beschreibt  daher  einen  Strahlenbüschel  erster 
Ordnung,  dessen  Mittelpunkt  der  dem  Punkte  P  in  der 
eben  konstruierten  Involution  G^  G.^  .  i^j  H^  homologe  sein 
mufs.  Hat  daher  die  Involution  G^  G^  .  H^  ü^  Ordnungs- 
punkte, so  ist  jeder  derselben  Mittelpunkt  einer  den  beiden 
Polarfeldern  gemeinsam  konjugierten  Strahleninvolution. 
Weil  die  Involution  G^  G,^  .  H^  H^  aber,  wie  wir  eben  sahen, 
eine  komponierende  der  diagonalen  Involution  u^  ist,  so  hat 
sie  zwei  Ordnungspunkte  %  und  §('^'ä\  wenn  u^  keine  hat. 
—  Hat  u^  dagegen  die  Ordnungspunkte  V  und  IF,  so  braucht 
-die  Involution  G^  G,^  .  11^  11^  keine  zu  haben^^*^^).  Dann  aber 
sind  auch  v  ^=W  ü  und  w  =  UV  ebenso  wie  u  Strahlen 
jedes  krummen  Büschels  P^.  Auf  ihnen  schneiden  daher 
auch  die  konjugierten  Geraden  a  und  a,  projektive  Punkt- 
reihen aus,  die  in  involutorischer  Lage  sind,  weil  die  Punkte 
W  und  t/,  U  und  V  einander  zweifach  entsprechen.  Die 
'Geraden  a  und  a^  bestimmen  daher  in  den  Seiten  des  Drei- 
ecks U  V  W  Involutionen,  deren  Ordnungspunkte  %  und  § 
die  Mittelpunkte  der  gesuchten  gemeinsam  konjugierten 
Strahleninvolutionen  sind.  Von  diesen  drei  in  den  Seiten 
liegenden  Involutionen  hat  aber  immer  mindestens  eine 
Ordnungspunkte  (^373)^  j^^  ^{^  Ordnungspunkte  der  Involution 
G^  G^  .  H^  H,^  einander  homolog  sind^'^^^^  in  der  den  beiden 
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Polarfeldern  g-emeinsam  adjungierten  Involution   der  Haupt- 
gerade w,  so  haben  wir  den 


Lehrsatz :  Zwei  beliebige 
Polarfelder  k^^  und  ä;^^  haben 
stets  zwei  konjugierte  Punkt- 
involutionen g^  und  A^  und 
zwei  konjugierte  Strahlenin- 
volutionen ®^  und  <r)2  gemein- 
sam. Die  Träger  g  und  h  der 
Punktinvolutionen  sind  die 
Ordnungsstrahlen  der  resul- 
tierenden Involution  eines 
Hauptpunktes ;  die  Mittel- 
punkte @  und  ^  der  Strahlen- 
involutionen sind  zwei  homo- 
loge Punkte  der  den  beiden 
Polarfeldern  gemeinsam  ad- 
jungierten   Involution     einer 
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Lehrsatz:  Zwei  beliebige 
Polarfelder  ä;^^  und  k^'  haben 
stets  zwei  konjugierte  Strah- 
leninvolutionen G-  und  H'^ 
und  zwei  konjugierte  Punkt- 
involutionen g^  und  f)2  gemein- 
sam. Die  Mittelpunkte  G  und 
H  der  Strahleninvolutionen 
sind  die  Ordnungspunkte  der 
resultierenden  Involution  einer 
Hauptgerade;  die  Träger  ^ 
und  ^  der  Punktinvolutionen 
sind  zwei  homologe  Strahlen 
der  den  beiden  Polarfeldern 
gemeinsam  adjungierten  In- 
volution eines  Hauptpunktes. 
Hauptgerade. 

Zusatz,  Hat  jede  der  drei  in  den  Seiten  liegenden  In- 
volutionen Ordnungspunkte,  so  bilden  diese  die  Gegenecken 
eines  Vierseits^'^'^i.  Da  jeder  Ordnungspunkt  der  Mittelpunkt 
einer  beiden  Feldern  gemeinsam  konjugierten  Strahleninvo- 
lution ist,  so  mufs  die  Verbindungslinie  zweier  Ordnungs- 
punkte eine  sich  selbst  konjugierte  Gerade  sein.  Die  Ord- 
nungskurven der  Polarfelder  k^^  und  k^^  haben  daher  in 
diesem  Falle  vier  gemeinsame  Tangenten. 

230.  Vier  adjung-lerte  Involutionen.  Die  Polarfelder, 
welchen  vier  gegebene  Involutionen  a^  Ir-  c^  d^  adjungiert 
sind,  gehören,  wie  wir  beweisen  wollen,  einem  Büschel  von 
Polarfeldern  an.  —  Wählen  wir  in  dem  Träger  a  irgend 
eine  komponierende  der  gegebenen  Involution  a^^  so  be- 
stimmt diese  als  konjugierte  Involution  zusammen  mit  den 
adjungierten  Involutionen  U' c^  d^  ein  Polarfeld  ä;^2(2202)^  dem 
die  Involutionen  a^  h-  c^  d^  adjungiert  sind.  Wählen  wir  eine 
komponierende  der  Involution  Ir^^  so  bestimmt  diese  als 
konjugierte  Involution  zusammen  mit  den  adjungierten  In- 
volutionen ar  c^  d^  ein  Polarfeld  k^^^  dem  ebenfalls  die  vier 
Involutionen  a^  Iß  c-  d^  adjungiert  sind.  Diese  beiden  Polar- 
felder  k^   und   h,^    bestimmen    einen    Büschel <^"^^^*),    dessen 
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sämtlichen  Polarfeldern  die  Involutionen  or  Iß  c^  d^  adjungiert 
sind,  weil  sie  zwei  Polarfeldern  {l\^  und  k^^)  des  Büschels 
adjungiert  sind. 


1.  Durch  vier  adjungierte 
Punktinvolutionen  ist  ein 
Büschel  von  Polarfeldern  be- 
stimmt. 

2.  Durch  fünf  ad  jurigierte 
Punktinvolutionen  ist  ein  Po- 
larfeld bestinimt^^'^^\ 


1.  Durch  vier  adjungierte 
Strahleninvolutionen  ist  eine 
Schar  von  Polarfeldern  be- 
stimmt. 

2.  Durch  fünf  adjungierte 
Strahleninvolutionen  ist  ein  Po- 
larfeld bestimmt. 


Anmerkung.     Haben  alle  Involutionen   Ordnungspunkte,  a 
so  heifst  z.  B.  der  letzte  Satz: 


Durch  fünf  Paar  konju- 
gierte Punkte  ist  ein  Polar- 
feld  bestimmt. 


Durch  fünf  Paar  konju- 
gierte Strahlen  ist  ein  Polar- 
feld bestimmt. 


231.  Inhalt  des  Buches.  Die  Bestimmung  eines  Polar-  231 
feldes  durch  fünf  adjungierte  Involutionen,  die  wir  in  der 
vorigen  Nummer  kennen  lernten,  ist  die  allgemeinste  und 
bildet  den  Schlufs  unserer  Betrachtungen.  Es  bleibt  nur 
noch  übrig,  die  in  diesem  Buche  gegebene  Darstellung  kurz 
zu  kennzeichnen  und  ihre  Abweichung  von  der  üblichen  zu 
begründen. 

Wir  begannen  damit,  vermittelst  zweier  Punkte  P  und 
Q  die  Punkte  ihrer  Verbindungslinie  P  Q  einander  zuzu- 
ordnen, indem  wir  zu  jedem  Punkte  A  den  von  ihm  durch 
P  und  Q  harmonisch  getrennten  Punkt  A^  konstruierten. 
Den  Inbegriff  der  auf  solche  Weise  erhaltenen  Punktpaare 
A  A^  nannten  wir  eine  Involution  und  die  beiden  Punkte  P 
und  Q,  vermittelst  deren  wir  die  Punkte  der  Gerade  PQ 
einander  zugeordnet  hatten,  die  Ordnungspunkte.  Wir  stellten 
uns  dann  die  umgekehrte  Aufgabe:  Aus  den  Punktpaaren  AA-^ 
die  Ordnungspunkte  P  und  Q  zu  finden.  Wir  sahen  zu- 
nächst, dafs  die  Gesamtheit  der  Punktpaare  A  A^  durch 
zwei  unter  ihnen,  die  wir  durch  B  B^  und  C  C^  bezeichnen 
wollen,  bestimmt  ist,  und  ferner,  dafs  nicht  immer  zwei 
Punkte  P  und  Q  existieren,  dafs  ihre  Existenz  vielmehr  an 
die  Bedingung  geknüpft  ist ,  dafs  der  Wurf  B  B^.C  C^  ein 
hyperbolischer  ist^^^""!).  Eine  solche  Bedingung  nun  ist  für 
den  Fortgang  der  Untersuchungen  äufserst  lästig.  Ein  Bei- 
spiel aus  der  Arithmetik  wird  dies  deutlicher  machen. 
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Durch  die  Umkehrung  des  Addierens,  durch  das  Sub- 
trahieren, kommt  man  zum  Begriff  der  Differenz;  diese 
existiert  aber  nur  so  lange,  als  der  Minuend  gröfser  als  der 
Subtrahend  ist.  Um  sich  von  dieser  lästigen  Bedingung  zu 
befreien,  führt  man  den  Begriff  der  relativen  Gröfsen  ein. 
Durch  das  Dividieren,  die  Umkehrung  des  Multiplizierens, 
kommt  man  zum  Begriff  der  gebrochenen  Zahlen  und  durch 
das  Radizieren,  eine  Umkehrung  des  Potenzierens,  gelangt 
man,  um  sich  von  der  Bedingung,  dafs  der  Radikand 
positiv  sein  mufs,  zu  befreien,  zur  Einführung  der  imaginären 
Gröfsen. 

Man  hat  es  nun  für  vorteilhaft  gehalten,  sich  in  der 
Geometrie  der  Lage  von  der  Bedingung,  dafs  der  Wurf 
BB^.CC^  hyperbolisch  sein  mufs,  dadurch  zu  befreien, 
dafs  man  imaginäre  Ordnungspunkte  einführte.  Thatsächlich 
bringt  aber  die  Einführung  der  imaginären  Punkte  keinen 
Gewinn,  sie  wirkt  vielmehr  nur  störend.  Während  man 
nämlich  in  der  Arithmetik  den  Vorteil  hat,  mit  den  neu  ein- 
geführten Gröfsen  mechanisch  weiter  rechnen  zu  können, 
ist  man  in  der  Geometrie  der  Lage  gezwungen,  in  der  Vor- 
stellung stets  den  Wurf,  die  beiden  Punktpaare,  durch  die 
man  die  imaginären  Punkte  definiert,  festzuhalten.  Da  also  von 
einer  mechanischen  Handhabung  des  Begriffs  der  imaginären 
Punkte  keine  Rede  sein  kann,  so  wirkt  es  nur  verwirrend, 
wenn  man  Sätze,  die  man  durch  Betrachtung  des  Wurfes 
gefunden  hat,  künstlich  mit  Hülfe  des  Wortes  imaginär  so 
in  Worte  kleidet,  als  ob  es  sich  um  ein  Punktpaar  handelte. 
Solche  Sätze  lassen  sich  nicht  mechanisch  verwenden;  man 
mufs  sie  vielmehr  durch  Rückübersetzung  erst  wieder  in 
Einklang  mit  der  Vorstellung  bringen.  Deshalb  haben  wir 
in  diesem  Buche  auf  den  Gebrauch  des  Wortes  imaginär 
verzichtet.  — 

Es  genügt  aber  noch  nicht,  wie  uns  der  Fortgang  der 
Untersuchungen  zeigte,  das  Punktpaar  P  Q,  von  dem  wir 
ausgingen,  durch  den  Wurf  BB^.CC^  zu  ersetzen.  In 
diesem  Wurfe  mufsten  wir  noch  wieder  jedes  Punktpaar, 
B  B^  sowohl  wie  C  C^ ,  durch  einen  Wurf  ersetzen.  Dadurch 
kamen  wir  zum  Begriff  der  komponierenden  Involutionen, 
vermittelst  deren  wir  die  resultierende  Involution  darstellten. 
Diese  letzte  Verallgemeinerung,  bei  der  wir,  wie  früher,  ein 
Punktpaar   durch   zwei  Punktpaare,   einen  Wurf  durch   zwei 
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Würfe  darstellten,  führte  uns  zu  den  adjungierten  Involu- 
tionen. Wir  erkannten,  dafs  eine  adjungierte  Involution, 
wenn  sie  liyperboliscli  ist,  ein  Paar  konjugierte  Punkte  dar- 
stellte. In  der  adjungierten  Involution  haben  wir  also  nach 
gewöhnlichem  Sprachgebrauch  das  Mittel  gefunden,  ein  Paar 
imaginäre  konjugierte  Punkte  darzustellen. 

Der  Hauptsatz  über  die  adjungierten  Involutionen  war  der 
verallgemeinerte  Lehrsatz  des  Desargues^^^*»)^  der  die  Grund- 
lage für  die  Lehre  vom  Polarfeldbüschel  bildet.  Beim  Polar- 
feldbüschel tritt  bereits  die  Involution  dritter  Ordnung  auf, 
die  wir  mit  Hülfe  der  komponierenden  Involutionen  kon- 
struierten^S  ^^K  Die  Sätze,  die  von  der  Involution  dritter 
Ordnung  handeln,  bereiten  die  Aufgabe  vor:  Ein  Polarfeld 
dritter  Ordnung  zu  konstruieren.  Diese  Aufgabe  aber,  deren 
Lösung  sich  auf  die  von  uns  in  Nr.  217  gegebene  Ver- 
allgemeinerung des  Hesseschen  Satzes  stützt,  geht  über  die 
Grenzen  dieses  Buches  hinaus. 


^>^ 
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